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1 Ââåäåíèå

1.1 Òåìà äèññåðòàöèè è åå àêòóàëüíîñòü.

Â ýòîì òåçèñå ìû ðàññìàòðèâàåì îäíî- è ìíîãîñòóïåí÷àòûå ôîðìóëèðîâêè

çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè (ÇÏÊ), â êîòîðûõ ëèáî ñòîèìîñòè/âðåìåíà

ïðîõîæäåíèÿ ðåáåð â ãðàôå, ëèáî ñòðóêòóðà ñàìîãî ãðàôà ïîäâåðæåíû íåîïðå-

äåëåííîñòè. Èìåííî, ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå àëüòåðíàòèâíûå ïîñòà-

íîâêè çàäà÷è:

− Ìîäåëü I: ëèöó, ïðèíèìàþùåìó ðåøåíèÿ, çàðàíåå èçâåñòíà ñòðóêòóðà

ñåòè, íî ñòîèìîñòè ðåáåð/âðåìåíà â ïóòè ïîäâåðæåíû íåîïðåäåëåííî-

ñòè.

− Ìîäåëü II: ñòîèìîñòè ðåáåð/âðåìåíà â ïóòè äåòåðìèíèðîâàíû, íî ñòðóê-

òóðà ñåòè (íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ ðåáåð è èõ ñòîèìîñòü)

ïîäâåðæåíû íåîïðåäåëåííîñòè.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ôîðìóëèðóåì ïðîáëåìó êàê äèíàìè÷åñêóþ èëè ïî-

âòîðÿþùóþñÿ èãðó ñ íóëåâîé ñóììîé ìåæäó äâóìÿ ëèöàìè, ïðèíèìàþùèìè

ðåøåíèÿ, à èìåííî ïîëüçîâàòåëåì è çëîóìûøëåííèêîì. Ïîëüçîâàòåëü ïå-

ðåìåùàåòñÿ ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè â äàííîé ñåòè, â òî

âðåìÿ êàê çëîóìûøëåííèê íåêèì ïðåäîïðåäåëåííûì îáðàçîì êîíòðîëèðó-

åò ñòîèìîñòè/âåñà ðåáåð èëè èõ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îäíî èç ëèö,

ïðèíèìàþùåå ðåøåíèÿ, èìååò íåïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè âåñîâ

ðåáåð è/èëè ñòðóêòóðå ñåòè è ïûòàåòñÿ ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ

èíôîðìàöèþ ïóòåì ïîâòîðÿþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâèé ñ äðóãèì ëèöîì, ïðèíè-

ìàþùèì ðåøåíèÿ.

×òî êàñàåòñÿ ïåðâîé ìîäåëè, Ìîäåëü I, âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ îòäåëüíûõ ðå-

áåð îáû÷íî ïîäâåðæåíî íåîïðåäåëåííîñòè èç-çà èçìåíåíèÿ ïðîïóñêíîé ñïî-

ñîáíîñòè äîðîãè èëè óñëîâèé äîðîæíîãî äâèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ðÿäå ïðàê-

òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñòîèìîñòè ðåáåð/âðåìåíà â ïóòè â äàííîé ñåòè ìîæíî

íàáëþäàòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî íàáîðà òðåíèðîâî÷íûõ äàííûõ [1].
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Ôàêòè÷åñêè, íåîïðåäåëåííîñòü âî âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ðåáåð ìîæåò âëèÿòü

íà ñòðóêòóðó è êà÷åñòâî ðåøåíèé ïî ïîñòðîåíèþ ìàðøðóòà; ñì. [2].

Ïåðâûé âîçíèêàþùèé âîïðîñ â êîíòåêñòå Ìîäåëè I çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê

ïðåîáðàçîâàòü èìåþùèåñÿ äàííûå äëÿ ðåøåíèÿ ëåæàùåé â îñíîâå çàäà÷è îï-

òèìèçàöèè. Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà

ðîáàñòíî - ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè (ÐÑÎ), â êîòîðîì ðàñïðåäåëåíèå

ñòîèìîñòåé ðåáåð îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì èëè ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé, êî-

òîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè; ñì., íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèå

èññëåäîâàíèÿ â [3, 4, 5, 6]. Ó÷èòûâàÿ íåêîòîðîå ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, îïòèìèçèðóåò

íåêîòîðóþ ìåðó ðèñêà ïðè íàèõóäøåì âîçìîæíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîïðåäå-

ëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Èíûìè ñëîâàìè, èäåÿ ïîäõîäà ÐÑÎ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òîáû íàéòè êîìïðîìèññ ìåæäó îòñóòñòâèåì èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè

(êàê â ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè [7, 8]) è ïîëíûì çíàíèåì íîìèíàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (êàê â ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè [9]).

Âòîðîé âîçíèêàþùèé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ìîãóò ëè äàííûå ñîáè-

ðàòüñÿ ïîëüçîâàòåëåì äèíàìè÷åñêè ïðè ïåðåìåùåíèè ïî ñåòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì

ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîñòàäèéíóþ âåðñèþ çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè,

â êîòîðîé íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè ñòîèìîñòåé ìîæåò áûòü

óòî÷íåíà â êîíêðåòíûõ âåðøèíàõ ïóòè ïîëüçîâàòåëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â

îòëè÷èå îò îäíîñòàäèéíîé ìîäåëè, â ðàññìàòðèâàåìîé ìíîãîñòàäèéíîé ïî-

ñòàíîâêå çàäà÷è êàê ïîëüçîâàòåëü, òàê è çëîóìûøëåííèê ìîãóò äèíàìè÷åñêè

êîððåêòèðîâàòü ñâîè ðåøåíèÿ. Íàøè ðåçóëüòàòû äëÿ Ìîäåëè I ìîãóò áûòü

íàéäåíû â ðàáîòàõ [10] è [11] (âòîðàÿ ðàáîòà íå îïóáëèêîâàíà è ÿâëÿåòñÿ

ïðåïðèíòîì).

×òî êàñàåòñÿ âòîðîé ìîäåëè, Ìîäåëü II, ìû ôîêóñèðóåìñÿ íà êëàññå ïðî-

áëåì ïåðåêðûòèÿ ñåòè, â êîòîðûõ ïîëüçîâàòåëü ïåðåìåùàåòñÿ ïî ñåòè (íà-

ïðèìåð, ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè, íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì

ïóíêòîì), â òî âðåìÿ êàê çëîóìûøëåííèê ñòðåìèòñÿ íàðóøèòü â ìàêñèìàëü-

íî âîçìîæíîé ñòåïåíè (èëè ïîëíîñòüþ îñòàíîâèòü) ïåðåìåùåíèå ïîëüçîâà-

òåëÿ ïî ñåòè. Êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü íàøåé ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

4



çëîóìûøëåííèê èìååò íåïîëíóþ íà÷àëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñåòè, âêëþ÷àÿ

åå ñòðóêòóðó è ñòîèìîñòè ðåáåð, íî ïîëó÷àåò ýòó èíôîðìàöèþ, íàáëþäàÿ çà

äåéñòâèÿìè ïîëüçîâàòåëÿ (ò.å. çà åãî ïóòåì) â êàæäîé ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðå-

øåíèé. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé â [12, 13],

ìû ðàññìàòðèâàåì òî÷êó çðåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ.

Ýëåìåíò îáó÷åíèÿ â Ìîäåëè II ìîæåò áûòü ìîòèâèðîâàí ïðàêòè÷åñêèìè

ïîñòàíîâêàìè, â êîòîðûõ çëîóìûøëåííèê ìîæåò íàáëþäàòü çà äåéñòâèÿìè

ïîëüçîâàòåëÿ (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñïóòíèêà èëè áåñïèëîòíèêà), íî íå ìî-

æåò íåìåäëåííî îòðåàãèðîâàòü íà ýòè äåéñòâèÿ; ñì., íàïðèìåð, [14]. Â ÷àñò-

íîñòè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòà èíôîðìàöèîííàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ

äåòåðìèíèðîâàííîé è èäåàëüíîé, òî åñòü çëîóìûøëåííèê óçíàåò î ñóùåñòâî-

âàíèè è òî÷íûõ ñòîèìîñòÿõ ðåáåð, ïðîéäåííûõ ïîëüçîâàòåëåì â ïðåäûäóùèå

ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Êàê è äëÿ Ìîäåëè I, Ìîäåëü II ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê â îäíî-, òàê è

â ìíîãîñòàäèéíîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ îäíîé ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðîáëå-

ìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîáëåìó çàïðåòà êðàò÷àéøåãî ïóòè; ñì., íà-

ïðèìåð, [15], ãäå çëîóìûøëåííèê ïûòàåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñòîèìîñòü êðàò-

÷àéøåãî ïóòè ïîëüçîâàòåëÿ ñ ó÷åòîì íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû. Â

ìíîãîñòàäèéíîé ìîäåëè, çëîóìûøëåííèê, íàáëþäàÿ çà ïóòåì ïîëüçîâàòåëÿ,

ïîòåíöèàëüíî ìîæåò îáíîâèòü ñâîþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ñåòè è ñòîèìî-

ñòÿõ ðåáåð. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîâòîðÿþùååñÿ âçàèìîäåé-

ñòâèå ìåæäó ïîëüçîâàòåëåì è çëîóìûøëåííèêîì, ïðè êîòîðîì ïîëüçîâàòåëü

ïûòàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñâîè ñîâîêóïíûå ïîòåðè â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ñòà-

äèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íàøè ðåçóëüòàòû äëÿ Ìîäåëè II ìîãóò áûòü íàéäåíû

â ðàáîòå [16].

1.2 Ñâÿçàííàÿ ëèòåðàòóðà

×òî êàñàåòñÿ Ìîäåëè I, â íåñêîëüêèõ èññëåäîâàíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî-

ñòàäèéíàÿ âåðñèÿ ðîáàñòíî-ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè

(ÐÑÇÏÊ); ñì., íàïðèìåð, [1, 17, 18, 19]. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðû ðàññìàòðèâàþò

ðàçëè÷íûå ôîðìû ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé, âêëþ÷àÿ ñåìåéñòâà, îñíîâàííûå
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íà ìîìåíòàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà [18, 19] è íà ìåòðèêå ðàññòîÿíèÿ îò

ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ [1].

Îáû÷íî â îäíîñòàäèéíîé ÐÑÇÏÊ ïîëüçîâàòåëü âûáèðàåò ïóòü âíà÷àëå,

äî ðåàëèçàöèè íåîïðåäåëåííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìó ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ìèí-ìàêñ çàäà÷ó, â êîòîðîé ïîëüçîâàòåëü ïûòàåòñÿ ìèíèìèçè-

ðîâàòü ñâîè îæèäàåìûå ïîòåðè ïðè íàèõóäøåì âîçìîæíîì ðàñïðåäåëåíèè

âåêòîðà ñòîèìîñòåé. Ïîñëåäíèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ âîçíèêàþùèõ äâóõóðîâ-

íåâûõ (ìèí-ìàêñ) çàäà÷ îñíîâàíû íà ðåçóëüòàòàõ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè äëÿ

çàäà÷ ñ ìîìåíòàìè [20, 21]. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíè-

ÿõ î ãåîìåòðèè ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé è ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâàõ öåëåâîé

ôóíêöèè, îäíîñòàäèéíàÿ ÐÑÇÏÊ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ëèáî â ëèíåé-

íóþ, ëèáî â íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

(ÇÑÖÏ).

Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÐÑÎ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê äèíàìè÷åñêèì

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìíîãîñòàäèéíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ

ðåøåíèÿ äîëæíû àäàïòèðîâàòüñÿ ê ïîñòåïåííî âîçíèêàþùåé íîâîé èíôîð-

ìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè; ñì., íàïðèìåð, [5, 6, 22, 23]. Â îáùåì, ìíîãîñòàäèéíûå

çàäà÷è ÐÑÎ ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíûìè, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ ìîãóò

áûòü ñìîäåëèðîâàíû êàê ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåò-

ðîâ [21, 24]. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ìíîãîñòàäèéíàÿ ÐÑÇÏÊ ðàññìàòðèâà-

åòñÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì àâòîðîâ è òîëüêî êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

îáùåé ÇÑÖÏ; ñì., íàïðèìåð, [22, 25].

Â çàêëþ÷åíèå ìû õîòåëè áû ñîñëàòüñÿ íà ìíîãîñòàäèéíóþ ìîäåëü ïåðå-

êðûòèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè, ïðåäëîæåííóþ Ñåôàèðîì è äð. [26] è ìíîãîñòà-

äèéíóþ ðîáàñòíóþ ïîñòàíîâêó ÇÑÖÏ Áåðöèìàñà è Äàííèíãà [27]. Íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî ýòè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè, îíè ïðåäîñòàâëÿþò

íåêîòîðûå èíòåðåñíûå èäåè äëÿ ìíîãîñòàäèéíîé ÐÑÇÏÊ, ðàññìàòðèâàåìîé â

òåêóùåé äèññåðòàöèè.

Â ÷àñòíîñòè, â [26] çëîóìûøëåííèê ìîæåò ïåðåêðûâàòü íåêîòîðîå ïîä-

ìíîæåñòâî ðåáåð â ëþáîå âðåìÿ, êîãäà ïîëüçîâàòåëü äîñòèãàåò îïðåäåëåííîé

âåðøèíû. Ïîñëå ýòîãî ïîëüçîâàòåëü ìîæåò îòâåòèòü, äèíàìè÷åñêè èçìåíÿÿ
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ñâîé ïóòü. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì, çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåñêîëüêî ýòà-

ïîâ, ãäå íà êàæäîì ýòàïå çëîóìûøëåííèê ïåðåêðûâàåò ïîäìíîæåñòâî ðåáåð,

èñõîäÿùèõ èç òåêóùåé ïîçèöèè ïîëüçîâàòåëÿ, à ïîëüçîâàòåëü âûáèðàåò ïî-

ñëåäóþùóþ âåðøèíó ñâîåãî ïóòè. Êðîìå òîãî, îáùåå êîëè÷åñòâî ðåáåð, êîòî-

ðûå ìîãóò áûòü ïåðåêðûòû çëîóìûøëåííèêîì, îãðàíè÷åíî ñâåðõó áþäæåòîì

çëîóìûøëåííèêà. Â äàííîé ðàáîòå, ñõîæèì îáðàçîì ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è â

[26], ìû ââîäèì âñïîìîãàòåëüíûå âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ

ðåáðàìè, èñõîäÿùèìè èç òåêóùåé ïîçèöèè ïîëüçîâàòåëÿ.

Â ìîäåëè Áåðöèìàñà è Äàííèíãà [27] èçâåñòíî, ÷òî íåîïðåäåëåííûå ïàðà-

ìåòðû çàäà÷è ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïîëèýäðàëüíîìó ìíîæåñòâó íåîïðå-

äåëåííîñòè. Ýòî ìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëèýäðîâ,

è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíê-

öèåé íà ñãåíåðèðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâàõ. Òàêîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü àïïðîêñèìàöèè ìíîãîñòàäèéíîé çàäà÷è, ãäå êà÷åñòâî àï-

ïðîêñèìàöèè ðåãóëèðóåòñÿ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìû ðàçáèåíèÿ. Â

äàëüíåéøåì ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî â íàøåé ìíîãîñòàäèéíîé ôîðìóëè-

ðîâêå çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè àíàëîãè÷íàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ êîí-

ñòðóêöèÿ ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç-çà

âñïîìîãàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ îãðàíè÷åíèé, íàáëþäàåìûõ ïîëüçîâàòåëåì

ïðè ïåðåìåùåíèè ïî ñåòè.

×òî êàñàåòñÿ Ìîäåëè II, çàäà÷è ïåðåêðûòèÿ ôîðìèðóþò øèðîêèé êëàññ

çàäà÷ äåòåðìèíèðîâàííîé è ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ñ ïðèëîæåíèÿìè,

â îñíîâíîì âîçíèêàþùèìè â âîåííûõ è ïðàâîîõðàíèòåëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ,

à òàêæå â êîíòåêñòå áîðüáû ñ èíôåêöèîííûìè çàáîëåâàíèÿìè, ñì. îáçîðû

â [28, 29, 30, 31, 32] è ññûëêè â íèõ. Ïðè ýòîì çàäà÷è ïåðåêðûòèÿ ñåòè â

îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþò ïîçèöèþ çëîóìûøëåííèêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, çëî-

óìûøëåííèê îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèäåð, â òî âðåìÿ êàê ïîëüçîâàòåëü

èãðàåò ðîëü ïîñëåäîâàòåëÿ â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå.

Â òîì âðåìÿ êàê áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé â ëèòåðàòóðå ïî ïåðåêðûòèþ

ñåòè ðàññìàòðèâàþò äåòåðìèíèðîâàííûå ïîñòàíîâêè, â ðÿäå áîëåå ïîçäíèõ

ðàáîò ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå; ñì., íàïðèìåð,
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[33, 34] è îáçîð â [35]. Îáû÷íî òàêèå ìîäåëè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ëèáî ðåçóëü-

òàòû äåéñòâèé çëîóìûøëåííèêà íåîïðåäåëåííû, ëèáî ñóùåñòâóåò íåîïðåäå-

ëåííîñòü â îòíîøåíèè äåéñòâèé ïîëüçîâàòåëÿ.

Íàøà ìíîãîñòàäèéíàÿ ìîäåëü ïåðåêðûòèÿ ñåòè ìîòèâèðîâàíà è îñíîâàíà

íà íåäàâíèõ ðàáîòàõ Áîððåðî è äð. [12, 13]. Â ÷àñòíîñòè, â ñåòåâîé ìîäåëè [12]

çëîóìûøëåííèê è ïîëüçîâàòåëü âçàèìîäåéñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíî â òå÷åíèå

íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ (èëè ñòàäèé) ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Â êàæäîé ñòàäèè çëî-

óìûøëåííèê ìîæåò áëîêèðîâàòü íå áîëåå k ðåáåð íà âðåìÿ ýòîé ñòàäèè, â

òî âðåìÿ êàê ïîëüçîâàòåëü ñëåäóåò æàäíîé ñòðàòåãèè, ò.å. â êàæäîì ðàóíäå

ïðîõîäèò ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè

â ïåðåêðûòîé çëîóìûøëåííèêîì ñåòè. Íàáëþäàÿ çà ðåøåíèÿìè ïîëüçîâàòå-

ëÿ, çëîóìûøëåííèê ìîæåò îáíîâèòü ñâîþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ñåòè è

ñòîèìîñòè ðåáåð, ïðîéäåííûõ ïîëüçîâàòåëåì.

Àâòîðû â [12] ïîêàçûâàþò, ÷òî æàäíûå ñòðàòåãèè çëîóìûøëåííèêà îá-

ëàäàþò ðÿäîì ïðèâëåêàòåëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ â âûøåóïîìÿíóòîé

ìíîãîñòàäèéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Â äîïîëíåíèå ê ýòèì ñâîéñòâàì, ðåçóëü-

òàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â [12] òàêæå ïîäòâåðæäàþò ïðåâîñõîä-

ñòâî æàäíîé ñòðàòåãèè çëîóìûøëåííèêà íàä ðÿäîì äðóãèõ ýòàëîííûõ ñòðà-

òåãèé. Íàêîíåö, â [13] àâòîðû îáîáùàþò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è æàäíûå

ñòðàòåãèè çëîóìûøëåííèêà èç [12] íà áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷ ëèíåéíîãî

ñìåøåííî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1.3 Íàø ïîäõîä è âêëàä

Ìîäåëü I. Ñëåäóÿ èññëåäîâàíèþ Âèçåìàíà è äð. [4], ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé â íàøåé ïîñòàíîâêå îïèñûâàåòñÿ íåêî-

òîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîìåíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ïîäìíîæåñòâ ðåáåð

è èíäèâèäóàëüíûìè âåðîÿòíîñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ êîíêðåòíûõ ðåáåð.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé, îñíîâàííûõ íà ìî-

ìåíòàõ ïåðåâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà [3] èëè íà ìåòðèêå ðàññòîÿíèÿ îò ýìïèðè-

÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [36, 37], íàøè âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ äîïóñêàþò

íåïîëíîå çíàíèå íàáîðà îáó÷àþùèõ äàííûõ. Íàø âêëàä äëÿ îäíîñòàäèéíîé
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ìîäåëè ÐÑÇÏÊ ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Ìû äåìîíñòðèðóåì, ÷òî íàøè âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü

ïîñòðîåíû åäèíûì îáðàçîì íà îñíîâå íàáëþäåíèé çà ðåàëüíûìè äàí-

íûìè.

� Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé íà ìîìåíòû ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà è îïðåäåëÿåì ôîðìó íàèõóäøåãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.

� Â îáùåì ñëó÷àå è, â îòëè÷èå îò èññëåäîâàíèé â [18, 19], ìû ïîëó÷à-

åì ðîáàñòíûå è ëèíåéíûå ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííûå ïåðåôîðìóëèðîâêè

îäíîñòàäèéíîé ÐÑÇÏÊ.

� Ìû ïðîâîäèì ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà è ïðè-

âîäèì ñðàâíåíèå ñ íåêîòîðûìè ñòàíäàðòíûìè ðîáàñòíûìè è ðîáàñòíî-

ñòîõàñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè.

Â ìíîãîñòàäèéíîé ôîðìóëèðîâêå ÐÑÇÏÊ ìû ïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà ñëå-

äóþùèå èññëåäîâàòåëüñêèå âîïðîñû:

Q1. Åñòü ëè ïîëüçà äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ â èçìåíåíèè âûáðàííîãî ïóòè, åñëè

îí íàáëþäàåò íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëå-

íèè âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ïî ñåòè?

Q2. Êàêóþ âûãîäó ìîæåò ïîëó÷èòü ïîëüçîâàòåëü, èñïîëüçóÿ òàêèå àäàï-

òèâíûå ðåøåíèÿ?

Q3. Ìîæåò ëè ïîëó÷åííàÿ ìíîãîñòàäèéíàÿ ôîðìóëèðîâêà áûòü ðåøåíà ñ

èñïîëüçîâàíèåì ãîòîâûõ ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ äëÿ ÇÑÖÏ?

Ìû ïûòàåìñÿ ó÷åñòü äèíàìè÷åñêîå ðàñêðûòèå èíôîðìàöèè î ðàñïðåäå-

ëåíèè, ââîäÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ, êî-

òîðûå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû â îïðåäåëåííûõ âåðøèíàõ ïóòè ïîëüçîâàòåëÿ.
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Ïðîùå ãîâîðÿ, ïîëüçîâàòåëü ôîðìèðóåò ñïèñîê âñïîìîãàòåëüíûõ îãðàíè÷å-

íèé â íà÷àëå èãðû. Çàòåì äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ â ñïèñêå çëîóìûøëåí-

íèê ðåøàåò, óäîâëåòâîðåíî îíî èëè íåò, è ðàñêðûâàåò ñâîé îòâåò, ò.å. �äà�

èëè �íåò�, ïîëüçîâàòåëþ, êàê òîëüêî ïîëüçîâàòåëü äîñòèãàåò ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé âåðøèíû â ñåòè.

Íàø âêëàä äëÿ ìíîãîñòàäèéíîé ìîäåëè ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

� Ìû îïèñûâàåì äâà êëàññà îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ óïðåæäåíèåì, äëÿ

ìíîãîñòàäèéíîé ÐÑÇÏÊ, äëÿ àöèêëè÷åñêèõ è îáùèõ ãðàôîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ðåøåíèå ïîëüçîâàòåëÿ íà

òåêóùåì ýòàïå íå ìîæåò çàâèñåòü îò áóäóùèõ îòâåòîâ çëîóìûøëåííèêà.

� Ïðè íåêîòîðûõ ìÿãêèõ äîïóùåíèÿõ ìû ôîðìóëèðóåì ìíîãîñòàäèéíóþ

ÐÑÇÏÊ êàê îäíó ïîòåíöèàëüíî áîëüøóþ ëèíåéíóþ ÇÑÖÏ. Ýòè ðåçóëü-

òàòû îòâå÷àþò íà íàø èññëåäîâàòåëüñêèé âîïðîñ Q3.

� Ïîëó÷åííàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà èñïîëüçóåòñÿ â íàøåì ÷èñëåííîì èñ-

ñëåäîâàíèè, ãäå ïðîâåðÿåòñÿ åå âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è êà÷åñòâî

àäàïòèâíûõ ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû îáðàùàåìñÿ ê èññëåäîâàòåëü-

ñêèì âîïðîñàì Q1 è Q2.

� Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû äåìîíñòðèðóåì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû â ðåæèìå îíëàéí, èñïîëüçóÿ èíôîð-

ìàöèþ îò íåêîòîðûõ äàò÷èêîâ Bluetooth, ðàçìåùåííûõ â îïðåäåëåííûõ

âåðøèíàõ ñåòè.

Ìîäåëü II. Â îòëè÷èå îò Ìîäåëè I, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñòîèìîñòè ðå-

áåð/âðåìÿ â ïóòè â Ìîäåëè II ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè, íî çëîóìûø-

ëåííèê èìååò íåïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ñåòè è íåêîòîðûõ ñòîèìî-

ñòÿõ. Íàáëþäàÿ çà ïóòÿìè, êîòîðûå ïðîõîäèò ïîëüçîâàòåëü, çëîóìûøëåííèê

ìîæåò óçíàòü î ñóùåñòâîâàíèè è òî÷íîé ñòîèìîñòè êîíêðåòíûõ ðåáåð è ñêîð-

ðåêòèðîâàòü ñâîè ðåøåíèÿ â ïîñëåäóþùèå ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
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Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, èññëåäîâàíèÿ â [12, 13], êàê è áîëüøèíñòâî ñîîò-

âåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðû ïî ïåðåêðûòèÿì ñåòè, ðàññìàòðèâàþò ïîçèöèþ çëî-

óìûøëåííèêà. Îäíàêî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðÿä ïðèâëåêàòåëüíûõ òåîðå-

òè÷åñêèõ ñâîéñòâ æàäíûõ ñòðàòåãèé çëîóìûøëåííèêà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòå-

ðåñíûì èññëåäîâàòü îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïîëüçîâàòåëÿ â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî çëîóìûøëåííèê ñëåäóåò íàèâíîé æàäíîé ñòðàòåãèè â êàæäîé ñòàäèè ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèé. Ìû ïðèâîäèì ñëåäóþùèå èññëåäîâàòåëüñêèå âîïðîñû:

Q1'. Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî çëîóìûøëåííèê æàäíûé, êàêîâû õîðîøèå

ñòðàòåãè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ ïî îòíîøåíèþ ñ îïèñàííîé

æàäíîé ñòðàòåãèè çëîóìûøëåííèêà?

Q2'. Îáëàäàþò ëè òàêèå ðåøåíèÿ/ñòðàòåãèè ïîëüçîâàòåëÿ êàêèìè-ëèáî èí-

òåðåñíûìè ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè è êàê îíè ìîãóò áûòü ñêîíñòðóè-

ðîâàíû?

Q3'. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ñòðàòåãèè áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè äëÿ ïîëüçîâàòå-

ëÿ, ÷åì íàèâíàÿ æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ, îñíîâàííàÿ íà âûáîðå êðàò÷àéøåãî

ïóòè?

Íàø âêëàä äëÿ Ìîäåëè II ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðîáëåìà ïîëüçîâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé äà-

æå â ñëó÷àå äâóõ ñòàäèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí

äëÿ ñåòåé, ãäå ïðîáëåìà ïåðåêðûòèÿ k íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåáåð ïîëè-

íîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

� Ìû äåìîíñòðèðóåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæå-

íèè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëüçîâàòåëÿ â ñëó÷àå äâóõ ñòàäèé ïðèíÿòèÿ

ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèáî æàäíûì, ëèáî ñîñòîèò èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïó-

òåé, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ îáùèì êðàò÷àéøèì ïóòåì. Òàêèì îáðàçîì,

ìû îáðàùàåìñÿ ê èññëåäîâàòåëüñêèì âîïðîñàì Q1' è Q2'.

� Îïèñàííûå òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàçðàáîòêè ýâðè-

ñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ.
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� Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äåìîíñòðèðóþò ïðåâîñõîäñòâî ïðåä-

ëîæåííîãî ýâðèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïî îòíîøåíèþ ê íàèâíîé æàäíîé

ñòðàòåãèè ïîëüçîâàòåëÿ äëÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ è

òèïîâ îáðàòíîé ñâÿçè, ïîëó÷àåìîé çëîóìûøëåííèêîì. Òàêèì îáðàçîì,

ìû ðåøàåì èññëåäîâàòåëüñêèé âîïðîñ Q3'.

1.4 Ïóáëèêàöèè è àïïðîáàöèÿ ïîäõîäà

Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðÿäå íàó÷íûõ ñòàòåé â ìåæäóíàðîä-

íûõ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ.

Îñíîâíûå ïóáëèêàöèè:

� Sergey S. Ketkov, Oleg A. Prokopyev, On Greedy and Strategic Evaders in

Sequential Interdiction Settings with Incomplete Information, Omega, 92,

102161 (2020), Q1;

� Sergey S. Ketkov, Oleg A. Prokopyev, Evgenii P. Burashnikov, An approach

to the distributionally robust shortest path problem, Computers & Operations

Research, 130, 105212 (2021), Q2.

Äðóãèå ïóáëèêàöèè:

� Sergey S. Ketkov, On the multi-stage shortest path problem under distributional

uncertainty, arXiv preprint arXiv:2205.09200 (2022).

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà äèññåðòàöèè. Àâòîð äèññåðòàöèè ïðîâåë äîêà-

çàòåëüñòâî îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñáîð äàííûõ, ýêñïåðèìåíòû,

ïðîàíàëèçèðîâàë è èíòåïðåòèðîâàë ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, íàïèñàë òåêñò

ðàáîòû. Â ïåðâîé è âòîðîé ðàáîòàõ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, Î.À. Ïðîêîïüå-

âó, ïðèíàäëåæàò íåêîòîðûå èäåè ïîñòàíîâîê çàäà÷, ïîìîùü â ðåäàêòèðîâà-

íèè òåêñòà è îòâåòàõ íà çàìå÷àíèÿ ðåöåíçåíòîâ. Ñîàâòîðîì âòîðîé ðàáîòû,

Å.Ï. Áóðàøíèêîâûì, ïðåäñòàâëåíû èäåè íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ è äàíû

êîììåíòàðèè, êîòîðûå ïîçâîëèëè óëó÷øèòü êà÷åñòâî ðàáîòû.

Äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:
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� Mathematical Optimization Theory and Operations Research, Íîâîñèáèðñê,

6− 10 èþëÿ 2020 ã., óñòíûé äîêëàä �An approach to the distributionally

robust shortest path problem";

� Mathematical Optimization Theory and Operations Research, Èðêóòñê,

4−10 èþëÿ 2021 ã., óñòíûé äîêëàä �On a class of data-driven combinatorial

optimization problems under uncertainty: a distributionally robust approach";

� Íàó÷íûé ñåìèíàð Ëàáîðàòîðèè àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé äëÿ àíàëèçà

ñåòåâûõ ñòðóêòóð, 29.04.2020, óñòíûé äîêëàä �On the multi-stage distributionally

robust shortest path problem�;

� 12 Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñåòåâîìó àíàëèçó NET 2022, 23−25

ìàÿ 2022, óñòíûé äîêëàä �On the multi-stage shortest path problem under

distributional uncertainty�;

� 7 Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñåòåâîìó àíàëèçó, Íèæíèé Íîâãî-

ðîä, ìàé 2017 ã., óñòíûé äîêëàä �Evader's models in sequential network

interdiction�;

� Modern Problems in Mathematics and its Applications, Åêàòåðèíáóðã, 4−
10 ôåâðàëÿ 2018 ã., óñòíûé äîêëàä �On a Strategic Evader in Sequential

Interdiction with Incomplete Information".

2 Ìîäåëü I: ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû è ïîäõîä

ê åå ðåøåíèþ

Îáîçíà÷åíèÿ. Âñå âåêòîðû è ìàòðèöû îáîçíà÷åíû æèðíûìè áóêâàìè. Äëÿ

ñåòè G := (N,A, c) ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç N è A åå íàáîðû âåðøèí è íà-

ïðàâëåííûõ ðåáåð ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà êàê c - ýòî íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð

ñòîèìîñòåé ðåáåð. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i ∈ N ìû îáîçíà÷àåì êàê RSi (FSi)

ìíîæåñòâà ðåáåð, íàïðàâëåííûõ èç (è â) âåðøèíó i. Êðîìå òîãî, ïóñòü s ∈ N
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è f ∈ N - ñòàðòîâàÿ è ôèíèøíàÿ âåðøèíû, à Psf(G) - ìíîæåñòâî âñåõ ïðî-

ñòûõ ïóòåé îò s äî f â ñåòè G. Ëþáîé ïóòü P ∈ Psf(G) çàäàåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ ðåáåð (s, v1),(v1, v2),. . .,(v|P |−1, f), êîòîðóþ ìû çàïèñûâàåì êàê

{s→ v1 → . . .→ v|P |−1 → t} äëÿ óäîáñòâà.
Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íà Rm äëÿ íåêîòîðîãî

m ∈ Z>0 îáîçíà÷àåòñÿ êàê Q0(Rm). Äëÿ êàæäîãî a ∈ A ìû îáîçíà÷àåì ÷å-

ðåç Qa ∈ Q0(R) ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå íåêîòîðûì

ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé Q ∈ Q0(R|A|).

2.1 Îäíîñòàäèéíàÿ çàäà÷à

Ìû ðàññìàòðèâàåì îðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ñâÿçíûé ãðàôG := (N,A, c),

ãäå íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ èíöèäåíòíîñòè ïóòåé çàäàåòñÿ êàê:

Y =
{
y ∈ {0, 1}|A| :

∑
a∈FSi

ya −
∑
a∈RSi

ya =


1, if i = s

−1 if i = f

0, èíà÷å

∀i ∈ N (1a)

∑
a∈FSi

ya ≤ 1 ∀i ∈ N
}

(1b)

Îãðàíè÷åíèÿ (1a) îòíîñÿòñÿ ê ñòàíäàðòíûì îãðàíè÷åíèÿì ñîõðàíåíèÿ ïî-

òîêà, òîãäà êàê îãðàíè÷åíèÿ (1b) ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïîëüçîâàòåëü ïîñåùàåò

êàæäóþ âåðøèíó íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïîñêîëüêó âåêòîð ñòîèìîñòåé íåîò-

ðèöàòåëåí ïî ïîñòðîåíèþ, ïîñëåäíåå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêî

äëÿ ìíîãîñòàäèéíîé ÐÑÇÏÊ; ñì. íàøå ïðåäïîëîæåíèå A5 â ðàçäåëå 2.2.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü ðàñïîëàãàåò ñëåäóþùåé ÷àñòè÷íîé

èíôîðìàöèåé î ðàñïðåäåëåíèè Q âåêòîðà ñòîèìîñòåé c. Âî-ïåðâûõ, ñòîèìî-

ñòè îòäåëüíûõ ðåáåð a ∈ A ïîä÷èíÿþòñÿ èíäèâèäóàëüíûì âåðîÿòíîñòíûì

îãðàíè÷åíèÿì âèäà:

Q{ca ∈ [l(j)a , u(j)
a ]} ∈ [q(j)

a
, q(j)

a ] ∀j ∈ Da, a ∈ A, (2)
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ãäå [l
(j)
a , u

(j)
a ] ⊆ [la, ua], j ∈ Da = {1, . . . , da} - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîäèíòåðâà-

ëîâ; q(j)
a

è q
(j)
a ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [0, 1] è îãðàíè÷èâàþò âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ca ïðèíàäëåæèò i-ìó ïîäèíòåðâàëó. Â ÷àñòíîñòè, ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ A è j = 1 îãðàíè÷åíèÿ

Q{ca ∈ [l(j)a , u(j)
a ]} ∈ [q(j)

a
, q(j)

a ]

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñ l
(j)
a = la, u

(j)
a = ua è q

(j)
a

=

q
(j)
a = 1 äëÿ íåêîòîðûõ la, ua ∈ R>0 ∪ {0}.
Â êîíöå-êîíöîâ, äëÿ âåùåñòâåííîé ìàòðèöû B ∈ R|A|×k è âåêòîðà b ∈ Rk,

k ∈ Z+, ìû ââîäèì ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âèäà:

EQ{Bc} ≤ b (3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Q âåêòîðà ñòîèìîñòåé

c ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé Q, îáðàçîâàííîìó âñåìè ðàñïðåäå-

ëåíèÿìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âåðîÿòíîñòíûì îãðàíè÷åíèÿì (2) è (3), ò.å.,

Q :=
{
Q ∈ Q0(R|A|) : Q óäîâë. îãðàíè÷åíèÿì (2) è (3)

}
(4)

Ïóòåì ââåäåíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîòåðü `(c,y) := c>y ìû ïîëó÷àåì

îäíîñòàäèéíóþ èëè ñòàòè÷åñêóþ âåðñèþ ÐÑÇÏÊ:

z∗static := min
y∈Y

max
Q∈Q

EQ{c>y}, (Fos)

ãäå íàáîð äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Y è ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Q çàäàþòñÿ

óðàâíåíèÿìè (1) è (4) ñîîòâåòñòâåííî.

Êðîìå òîãî, ìû äåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

A1. Êàê ïîëüçîâàòåëü, òàê è çëîóìûøëåííèê èìåþò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ

îá èñõîäíîì ñåìåéñòâå ðàñïðäåëåíèé Q è ñòðóêòóðå ãðàôà G.

A2. Äëÿ êàæäîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Qa ∈
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Q0(R) òàêîå, ÷òî

Qa{l(i)a ≤ ca ≤ u(i)
a } ∈ (q(i)

a
, q(i)

a ),

ïðè óñëîâèè, ÷òî q(i)
a
< q

(i)
a , i ∈ Da.

A3. Äëÿ êàæäîãî a ∈ A è ëþáîé ïàðû ïîäèíòåðâàëîâ â (2), à èìåííî,

[l
(i1)
a , u

(i1)
a ] è [l

(i2)
a , u

(i2)
a ], i1, i2 ∈ Da, ìû èìååì l

(i1)
a 6= u

(i2)
a è l

(i2)
a 6= u

(i1)
a .

Â ïðåäïîëîæåíèè A1 ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ó ïîëüçîâàòåëÿ åñòü íåêîòîðàÿ íà-

÷àëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðà ñòîèìîñòåé. Íàïðèìåð, ýòà èí-

ôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ñîáðàíà çàðàíåå, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå èñòîðè÷åñêèå

äàííûå. Ïðåäïîëîæåíèå A2 ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäïîëîæåíèåì,

ñäåëàííûì Âèçåìàíîì è äð. [4] è ñëóæèò óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè äëÿ çàäà÷ ñ

ìîìåíòàìè [21]. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæåíèå A3 ãàðàíòèðóåò, ÷òî çàäà÷à âòîðî-

ãî óðîâíÿ â (Fos) èìååò êîíå÷íûé ìàêñèìóì. Ìîæíî òàêæå óòâåðæäàòü, ÷òî

ïðåäïîëîæåíèå A3 ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå òåõíè÷åñêèì, ïîñêîëüêó, åñëè, íàïðèìåð,

l
(i1)
a = u

(i2)
a äëÿ íåêîòîðûõ i1, i2 ∈ Da, òî äîñòàòî÷íî íåáîëüøîå âîçìóùåíèå

êîíå÷íûõ òî÷åê äåëàåò ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåííûì.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì îäíîñòàäèéíóþ ôîðìóëèðîâêó (Fos) áåç îãðàíè-

÷åíèé íà ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ (3), ò.å.,

min
y∈Y

max
Q∈Q̃

EQ{c>y}, (F′os)

ãäå

Q̃a :=
{
Qa ∈ Q0(R): Qa{ca ∈ [l(i)a , u

(i)
a ]} ∈ [q(i)

a
, q(i)

a ] ∀i ∈ Da
}

è

Q̃ :=
{
Q ∈ Q0(R|A|) : Qa ∈ Q̃a

}
(5)

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïóòåì ðåøåíèÿ

çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî a ∈ A è îäíîé äåòåðìèíè-

ðîâàííîé çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè.

Äëÿ ïðîñòîòû íàøåãî äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì íóæåí ñëåäóþùèé øàã
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ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà a ∈ A èç áàçîâîãî íàáîðà

ïîäèíòåðâàëîâ [l
(i)
a , u

(i)
a ], i ∈ Da ìû ôîðìèðóåì íàáîð [L

(j)
a , U

(j)
a ], j ∈ Wa :=

{1, . . .Wa}, èç Wa ∈ Z+ ýëåìåíòàðíûõ ïîäèíòåðâàëîâ [38]. Â ÷àñòíîñòè, ìû

ôîðìèðóåì ñïèñîê ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ òî÷åê èíòåðâàëîâ, òî åñòü,

{l(1)
a , u(1)

a , l(2)
a , u(2)

a , . . . l(Da)
a = la, u

(Da)
a = ua}

è ñîðòèðóåì èõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ. Îáëàñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ðàçáèå-

íèÿ èíòåðâàëà [la, ua] íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïîäèíòåðâàëàìè è îáîçíà-

÷àþòñÿ êàê [L
(j)
a , U

(j)
a ], j ∈ Wa. Äëÿ ëþáîãî i ∈ Da ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç

Wa(i) ⊆ Wa èíäåêñû ýëåìåíòàðíûõ ïîäèíòåðâàëîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â áàçîâîì

ïîäèíòåðâàëå [l
(i)
a , u

(i)
a ].

Òåîðåìà 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y∗ ∈ Y è Q(w) ∈ Q0(R|A|) - ýòî îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå (F′os). Òîãäà

� äëÿ êàæäîãî a ∈ A íàèõóäøàÿ îæèäàåìàÿ ñòîèìîñòü EQ(w)
a
{ca} ñîâ-

ïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ñëåäóþùåé çàäà÷è

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max
δa

∑
j∈Wa

U (j)
a δaj (6a)

s.t. δaj ≥ 0 ∀j ∈ Wa (6b)∑
j∈Wa

δaj = 1 (6c)

q(i)
a
≤

∑
j∈Wa(i)

δaj ≤ q(i)
a , ∀i ∈ Da \ {1} (6d)

� îïòèìàëüíûé âåêòîð èíöèäåíòíîñòè ïóòè y∗ ìîæåò áûòü íàéäåí

ïóòåì ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè

âèäà:

min
y∈Y

∑
a∈A

EQ(w)
a
{ca}ya (7)
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü íàè-

õóäøèå îæèäàåìûå çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòåé äëÿ êàæäîãî ðåáðà a ∈ A, à çàòåì
ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå çàäà÷è î ìîìåíòàõ, èñïîëüçóÿ ñèëüíóþ äâîé-

ñòâåííîñòü [21] è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ïîäèíòåðâàëîâ.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì îáùóþ îäíîñòàäèéíóþ ÐÑÇÏÊ (Fos) êàê ñ âåðîÿò-

íîñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2), òàê è ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå (3). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÐÑÇÏÊ (Fos) ìîæåò áûòü ïðåîá-

ðàçîâàíà â ðîáàñòíóþ çàäà÷ó ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè ñ íåêîòîðûì ïîëè-

ýäðàëüíûì ìíîæåñòâîì íåîïðåäåëåííîñòè. Èìåííî, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2 Ïðåäïîëîæèì ÷òî

S0 := {c ∈ R|A| : L ≤ c ≤ U; Bc ≤ b},

ãäå äëÿ êàæäîãî a ∈ A

La := min
Qa∈Q̃a

EQa
{ca}, (8a)

Ua := max
Qa∈Q̃a

EQa
{ca}, (8b)

è

Q̃a :=
{
Qa ∈ Q0(R): Qa{ca ∈ [l(i)a , u

(i)
a ]} ∈ [q(i)

a
, q(i)

a ] ∀i ∈ Da
}

Òîãäà ðîáàñòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àøåãî ïóòè âèäà (Fos)

ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ðîáàñòíîé çàäà÷å ñ ïîëèýäðàëüíûì ìíîæåñòâîì

íåîïðåäåëåííîñòè:

min
y∈Y

max
c∈S0

c>y (9)

Ôàêòè÷åñêè, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò ñþðúåê-

òèâíîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-

ñòåé Q̃a, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (5), íà ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå ëèíåéíûìè
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îãðàíè÷åíèÿìè íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

La ≤ EQa
{ca} ≤ Ua (10)

Êðîìå òîãî, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 2, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îäíîñòàäèé-

íóþ çàäà÷ó (Fos) êàê ëèíåéíóþ ÇÑÖÏ ïóòåì äóàëèçàöèè çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ âòîðîãî óðîâíÿ â (9). Ôîðìàëüíî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü

S0 :=
{
c ∈ R|A| : L ≤ c ≤ U; Bc ≤ b

}
=

{
c ∈ R|A| : B0c ≤ b0

}
(11)

Òîãäà îäíîñòàäèéíàÿ ÐÑÇÏÊ (Fos) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ ñìåøàííî-

öåë÷èñëåííóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó:

z∗static = min
y,λ

{
b>0 λ : λ ≥ 0, −y + B>0 λ = 0, y ∈ Y

}
(12)

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à ÑÖÏ (12), â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìî-

ùüþ ãîòîâîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû èñïîëüçó-

åì ðåçóëüòàòû òåîðåì 1 è 2, ÷òîáû âûâåñòè ëèíåéíóþ ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííóþ

ôîðìóëèðîâêó ñâÿçàííîé ìíîãîñòàäèéíîé çàäà÷è.

2.2 Ìíîãîñòàäèéíàÿ çàäà÷à

Íàïîìíèì, ÷òî â íàøåé ìíîãîñòàäèéíîé ôîðìóëèðîâêå ïîëüçîâàòåëþ ðàçðå-

øàåòñÿ íàáëþäàòü íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè

âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ïî ãðàôó G. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû äåëàåì ñëåäóþùèå äî-

ïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ:

A4. Â äîïîëíåíèå ê èñõîäíûì âåðîÿòíîñòíûì îãðàíè÷åíèÿì â Q ïîëüçîâà-

òåëü ôîðìèðóåò ñïèñîê L âñïîìîãàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ îãðàíè÷å-
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íèé:

L :=
⋃

i∈N\{f}

{
Qa{ca ∈ [l̃(j)a , ũ(j)

a ]} ≤ q̃ (j)
a ∀j ∈ D̃a, ∀a ∈ FSi ; (13a)

EQ{
∑
a∈FSi

pjaca} ≤ pj0 ∀j ∈ K̃i
}
, (13b)

ãäå, D̃a = {1, . . . , d̃a}, a ∈ A, è K̃i = {1, . . . , k̃i}, i ∈ N \ {f}, ÿâëÿþòñÿ
ïîòåíöèàëüíî ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè èíäåêñîâ.

A5. Êàæäàÿ âåðøèíà i ∈ N ïîñåùàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Ïðåäïîëîæåíèå A4 óêàçûâàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ â Q è

âñïîìîãàòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ôîðìó. Ìû òàêæå äåìîí-

ñòðèðóåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèåA4 íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëèíåéíîé ñìåøàííî-

öåëî÷èñëåííîé ôîðìóëèðîâêè ïðåäëàãàåìîé ìíîãîñòàäèéíîé çàäà÷è. ×òî êà-

ñàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ A5, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî, åñëè ïîëüçîâàòåëü âîç-

âðàùàåòñÿ â âåðøèíó íåñêîëüêî ðàç, òî çëîóìûøëåííèê ìîæåò ïðîñòî èçìå-

íèòü íîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòîèìîñòåé ðåáåð. Â ýòîé ñèòóàöèè ïîëüçî-

âàòåëü íå ñìîæåò èñïîëüçîâàòü ðàíåå ñîáðàííóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëå-

íèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëüçîâàòåëþ íåâûãîäíî ïîñåùàòü âåðøèíû íåñêîëüêî

ðàç.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû ïðåäîñòàâëÿåì íåêîòîðóþ èíòóèöèþ, ëåæàùóþ

â îñíîâå âñïîìîãàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ îãðàíè÷åíèé (13), à òàêæå ïåðâîãî

è âòîðîãî èññëåäîâàòåëüñêèõ âîïðîñîâ, Q1 è Q2, îïèñàííûõ â ðàçäåëå 1.3.

Ïðèìåð 1 Ìû ðàññìîòðèì ãðàô G, ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå 1 ñ s = 1 è

f = 8. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòîèìîñòè ðåáåð óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

íà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé la ≤ ca ≤ ua, óêàçàííûì íà êàæäîì ðåáðå, ò.å. ca ∈
[la, ua] ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Êðîìå òîãî, ìû ââîäèì îäíî ëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå

íà ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âèäà:

EQ{
∑
a∈A′

ca} ≤ 1, (14)
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1

2

3

4

5

6

7

8
[0,0]

[0,0]

[0,0]

[0,0]
[0,1]

[0,1]
[0,0]

[0,0]

[0,1]

[0,1]

Ðèñ. 1: Ãðàô, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ïðèìåðå 1. Äèàïàçîí ñòîèìîñòåé óêàçàí íà êàæäîì
ðåáðå.

ãäå A′ := {(2, 4), (2, 5), (3, 6), (3, 7)}. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì òðè ðàçíûõ ñëó-

÷àÿ â îòíîøåíèè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè, íàáëþäàåìîé

ïîëüçîâàòåëåì:

� Ñëó÷àé 1 (áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè). Åñëè ïîëüçîâàòåëü

âûáèðàåò ïóòü ïåðâûì, òî îí íå ìîæåò íàáëþäàòü êàêóþ-ëèáî äîïîëíè-

òåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè. Îæèäàåìûå ïîòåðè, ïîíåñåííûå

ïîëüçîâàòåëåì â íàèõóäøåì ñëó÷àå, ðàâíû 1.

� Ñëó÷àé 2 (ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ). Ïîëüçîâàòåëü âûáèðàåò ïóòü ïî-

ñëå òîãî, êàê çëîóìûøëåííèê ðàñêðûâàåò ôàêòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ñòîèìîñòåé ðåáåð, Q. Òîãäà îæèäàåìûå ïîòåðè ïîëüçîâàòåëÿ â íàèõóä-

øåì ñëó÷àå ðàâíû 0.25.

� Ñëó÷àé 2 (ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàñêðûòèå èíôîðìàöèè). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî, åñëè ïîëüçîâàòåëü íàõîäèòñÿ â âåðøèíå 2, òî îí ìîæåò

ñðàâíèòü îæèäàåìûå ñòîèìîñòè ðåáåð (2, 4) è (2, 5). Äðóãèìè ñëîâàìè,

çëîóìûøëåííèê óêàçûâàåò, âûïîëíÿåòñÿ ëè ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ èëè íåò:

EQ{c(2,4) − c(2,5)} ≤ 0
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Â ýòîì ñëó÷àå íàèõóäøèé îæèäàåìûå ïîòåðè, ïîíåñåííûå ïîëüçîâàòå-

ëåì, ðàâíû 0.5.

Ñðàâíèâàÿ ïåðâûé è òðåòèé ñëó÷àè, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîëüçî-

âàòåëü ìîæåò èçâëå÷ü âûãîäó èç èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåøåíèé. �

Ìû êîäèðóåì âñå âîçìîæíûå îòâåòû çëîóìûøëåííèêà íà îãðàíè÷åíèÿ â

L äâîè÷íûìè âåêòîðàìè rj ∈ {0, 1}|L| äëÿ j ∈ {1, . . . , 2|L|}. Â ÷àñòíîñòè,

rjm = 1, åñëè âûïîëíåíî m-å îãðàíè÷åíèå â L è rjm = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êðîìå òîãî, ïóñòü

Qj := Q∩
{
Q ∈ Q0(R|A|) s.t.m-å îãðàíè÷åíèå â L, åñëè rjm = 1

ïðîòèâîïîëîæíîå ê m-ìó îãðàíè÷åíèþ â L, åñëè rjm = 0

}
Íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà âñïîìîãàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ îãðàíè÷åíèé â L,

ìíîãîñòàäèéíàÿ ÐÑÇÏÊ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max
j∈{1,...,2|L|}

min
yj∈Y

max
Qj∈Qj

EQj
{c>yj}

s.t. óïðåæäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ yj, j ∈ {1, . . . , 2|L|},
(Fms)

ãäå yj, j ∈ {1, . . . , 2|L|}, îáîçíà÷àåò ðåøåíèå ïîëüçîâàòåëÿ ïðè ïîëíîì çíàíèè

âåêòîðà îòâåòîâ çëîóìûøëåííèêà, rj. Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçîâàòåëü ïûòàåòñÿ

ìèíèìèçèðîâàòü ñâîè îæèäàåìûå ïîòåðè â íàèõóäøåì ñëó÷àå ïðè âñåõ âîç-

ìîæíûõ ðåàëèçàöèÿõ îòâåòîâ çëîóìûøëåííèêà è ñ ó÷åòîì íåêîòîðûõ îãðà-

íè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ óïðåæäåíèåì.

Íàì íåîáõîäèìî íàëîæèòü óïðåæäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ïîëü-

çîâàòåëü óçíàåò îòâåòû çëîóìûøëåííèêà, ñâÿçàííûå ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé

i ∈ N \ {f}, òîëüêî åñëè îí äîñòèãàåò âåðøèíû i. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ

ôèêñèðîâàííûõ j, ` ∈ {1, . . . , 2|L|} ïóòè ïîëüçîâàòåëÿ Pj è P` (îïðåäåëåííûå

âåêòîðàìè èíöèäåíòíîñòè yj è y` ñîîòâåòñòâåííî) äîëæíû ñîâïàäàòü âñÿêèé

ðàç, êîãäà ïîëüçîâàòåëü íå â ñîñòîÿíèè ðàçëè÷èòü ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé

Qj è Q`.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ j, ` ∈ {1, . . . , 2|L|}, j 6= `, ìû

îáîçíà÷àåì ÷åðåç Nj,` ⊆ N ìíîæåñòâî âåðøèí, â êîòîðûõ ïîëüçîâàòåëü ìî-

æåò óçíàòü ôàêòè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ëèáî Qj, ëèáî Q`, êîòîðîå

çàãàäàíî çëîóìûøëåííèêîì. Êðîìå òîãî, äëÿ ãðàôîâ îáùåãî âèäà íàì ïðè-

õîäèòñÿ ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå tj ∈ R|N |, ñâÿçàííûå ñ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ, â êîòîðîé âåðøèíû ïîñåùàþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïî ñöåíàðèþ

yj. Â ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòàõ ìû ôîðìóëèðóåì óïðåæäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ

äëÿ àöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ è ãðàôîâ îáùåãî âèäà ñîîòâåòñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j, ` ∈ {1, . . . , 2|L|}, j 6= `, è ïóñòü G -

îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô. Òîãäà äëÿ êàæäîé âåðøèíû i ∈ N\Nj,`

ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ îáåñïå÷èâàþò óïðåæäåíèå:

yj,a = y`,a ∀a ∈ FSi, åñëè âñå âåðøèíû â Nj,` äîñòèæèìû èç i (15a)

|yj,a − y`,a| ≤
∑

n∈Ñj,`

∑
a′∈FSn

yj,a′ ∀a ∈ FSi,

åñëè ïîäìíîæåñòâî âåðøèí Ñj,` ⊆ Nj,` íåäîñòèæèìî èç i

}
(15b)

Óòâåðæäåíèå 3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j, ` ∈ {1, ldots, 2|L|}, j 6= ` è ïóñòü

G - ãðàô îáùåãî âèäà. Òîãäà äëÿ êàæäîé âåðøèíû i ∈ N \ Nj,` ñëåäóþùèå

îãðàíè÷åíèÿ îáåñïå÷èâàþò óïðåæäåíèå:

tj,s = 0 (16a)

0 ≤ tj,i ≤ |N | − 1 ∀i ∈ N (16b)

tj,a1 − tj,a2 ≤ −1 + |N |(1− yj,a) ∀a ∈ A (16c)

|yj,a − y`,a| ≤
∑

n∈Nj,`
min

{
max{tj,i − tj,n; 0}+ 2−∑

a′∈FSn
yj,a′ −

∑
a′∈FSi

yj,a′;
∑

a′∈FSn
yj,a′

}
 ∀a ∈ FSi (16d)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èçëîæåííûå îãðàíè÷åíèÿ óïðåæäåíèÿ äëÿ àöèêëè÷åñêèõ

è îáùèõ ãðàôîâ, (15) è (16), ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ëèàíåðèçàöèè.

Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå, êîòîðîå ìû èñïîëüçóåì äàëåå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
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÷òî êàæäîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Qj, j ∈ {1, . . . , 2|L|}, â ìíîãîñòàäèé-

íîé ôîðìóëèðîâêå (Fms) ñîäåðæèò òå æå òèïû âåðîÿòíîñòíûõ îãðàíè÷åíèé,

÷òî è èñõîäíîå ñåìåéñòâî Q; íàïîìíèì ïðåäïîëîæåíèå A4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ

ó÷åòîì òåîðåìû 2, êàæäîå ïîäñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Qj, j ∈ {1, . . . , 2L},
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðîå ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî íåîïðåäåëåí-

íîñòè

Sj :=
{
c ∈ R|A| : Bjc ≤ bj

}
⊆ S0 (17)

ñ òî÷êè çðåíèÿ îæèäàåìûõ ñòîèìîñòåé. Äàëåå ìû ïðèâîäèì ëèíåéíóþ ñìåøàííî-

öåëî÷èñëåííóþ ôîðìóëèðîâêó ìíîãîñòàäèéíîé çàäà÷è (Fms).

Òåîðåìà 3 Ïóñòü G àöèêëè÷åñêèé èëè îáùèé ãðàô è êàæäîå ñåìåéñòâî

ðàñïðåäåëåíèé Qj, j ∈ {1, . . . , 2|L|}, îïèñûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì ìíîæå-

ñòâîì íåîïðåäåëåííîñòè Sj, îïðåäåëåííûì â (17). Òîãäà ìíîãîñòàäèéíàÿ

ÐÑÇÏÊ (Fms) ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà êàê ÇÑÖÏ âèäà:

z∗dynamic = min
y,t,v,w,z

z (18a)

s.t. îãðàíè÷åíèÿ óïðåæäåíèÿ (15) èëè (16), (18b)

z ≥ b>j λj

−yj + B>j λj = 0

λj ≥ 0

yj ∈ Y


∀j ∈ {1, . . . , 2|L|} (18c)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 îñíîâàíî íà òåîðåìå 2 è ñòàíäàðòíîé òåîðèè äâîé-

ñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, ìíîãîñòà-

äèéíàÿ ÐÑÇÏÊ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ãîòîâûõ ïðîãðàììíûõ ïàêå-

òîâ â òîì ñëó÷àå, åñëè îãðàíè÷åíèÿ óïðåæäåíèÿ (15) èëè (16) ëèíåàðèçîâàíû;

âñïîìíèòå èññëåäîâàòåëüñêèé âîïðîñ Q3.
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3 Ìîäåëü I: êðàòêîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ âû-

÷èñëåíèé

3.1 ×èñëåííûé àíàëèç îäíîñòàäèéíîé çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ìû àíàëèçèðóåì îäíîñòàäèéíóþ ÐÑÇÏÊ (Fos) íà êëàññå ñèí-

òåòè÷åñêèõ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, èñ-

ïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû, ìû ñòðîèì èñõîäíîå

ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé (4) íà îñíîâå çàäàííîãî íàáîðà îáó÷àþùèõ äàííûõ.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âìåñòî ïîëíîãî íàáîðà äàííûõ ïîëüçîâàòåëü ìîæåò èñ-

ïîëüçîâàòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòîèìîñòåé äëÿ íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ

ðåáåð èëè èíòåðâàëüíûå íàáëþäåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ðåáåð; ñì. ïîäðîáíî-

ñòè â ðàçäåëå 1.2 ïîëíîé âåðñèè òåçèñà. Äàëåå ìû àíàëèçèðóåì êà÷åñòâî

ðîáàñòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåøåíèé, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ëè-

íåéíîé ÇÑÖÏ (12). Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ñðàâíèâàåòñÿ ñ íåñêîëüêèìè äðóãè-

ìè ðîáàñòíûìè è ðîáàñòíî-ñòîõàñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè ñ òî÷êè

çðåíèÿ îøèáêè íà òåñòîâîé âûáîðêè.

Òåñòîâûå ïðèìåðû è ýòàëîííûå ïîäõîäû. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ

ïîñëîéíûõ àöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ, êîòîðûå, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ñîäåðæàò h ∈
Z+ ïðîìåæóòî÷íûõ ñëîåâ è r ∈ Z+ âåðøèí â êàæäîì ñëîå. Ïåðâûé è ïîñëåä-

íèé ñëîè ñîñòîÿò èç åäèíñòâåííûõ âåðøèí, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòàðòîâîé è

ôèíèøíîé âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, ñåòü ñ h = 3 è r = 3 èçîá-

ðàæåíà íà ðèñóíêå 2.

×òî êàñàåòñÿ íîìèíàëüíûõ ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Q∗a, a ∈ A, ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñòîèìîñòü ðåáðà ca ãåíåðèðóåòñÿ èç îáîáùåííîãî áåòà-

ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå [la, ua]. Íîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Q∗ çàäàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Q∗a, a ∈ A. Ìû ââîäèì ñëåäóþ-

ùèå ïàðàìåòðû èñõîäíîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé (4):

� n̂ ∈ Z+ - ðàçìåð âûáîðêè äëÿ êàæäîãî a ∈ A;

� n1 ∈ Z+ - êîëè÷åñòâî ïîäèíòåðâàëîâ äëÿ êàæäîãî a ∈ A â (1);
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Ðèñ. 2: Ïîñëîéíûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ h = 3 ïðîìåæóòî÷íûìè ñëîÿìè è r = 3 âåð-
øèíàìè íà êàæäîì ñëîå. Ñòàðòîâàÿ è ôèíèøíàÿ âåðøèíû çàäàíû êàê s = 1 è f = 11
ñîîòâåòñòâåííî.

� κ ∈ (0, 1) - îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ïîäèíòåðâàëîâ äëÿ êàæäîãî a ∈ A;

� η ∈ (0, 1) è η0 ∈ (0, 1) - âåðîÿòíîñòü íàðóøåíèÿ äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî

îãðàíè÷åíèÿ è äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê âåðîÿòíîñòíûå, òàê è ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå, (2) è (3), ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Õîôôäèíãà [39]

ñ ó÷åòîì âåðîÿòíîñòè íàðóøåíèÿ η äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ. Êðîìå òîãî,

îãðàíè÷åíèÿ òèïà (3) ñâÿçàíû ñ íåêîòîðûì çàäàííûì íàáîðîì ïóòåé îò s äî

f â G.

Â âû÷èñëèòåëüíîì èññëåäîâàíèè äëÿ îäíîñòàäèéíîé ìîäåëè ìû ñðàâíè-

âàåì ïðåäëîæåííóþ ôîðìóëèðîâêó (Fos) ñ íåñêîëüêèìè äðóãèìè ýòàëîííûìè

ïîäõîäàìè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäõîä ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè

Áåðöèìàñà è Ñèìà [40] ñ áþäæåòíûì ïàðàìåòðîì Γ ∈ {0, 1, . . . , |A|} è ñïåöèà-
ëèçèðîâàííóþ ìîäåëü ðîáàñòíî-ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè c ïîêîìïîíåíò-

íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ìîìåíòû [41].

Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè. Äëÿ ëþáîãî ïóòè P̃ ∈ Psf(G), ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî âåêòîðà èíöèäåíòíîñòè ïóòè ỹ ∈ Y è íîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ Q∗ ìû îöåíèâàåì êà÷åñòâî P̃ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ íîìèíàëüíûõ îòíî-

ñèòåëüíûõ ïîòåðü

ρ0(ỹ,Q∗) :=
EQ∗{c>ỹ}

miny∈Y EQ∗{c>y}
(19)
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Ïîäõîä ê ðåøåíèþ Íîìèíàëüíûå îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè

ÐÑÇÏÊ (F′os) 1.27 (0.11)

ÐÑÇÏÊ (Fos) 1.19 (0.08)

ÐÑÇÏÊ èç [41] 1.55 (0.13)

ÐÇÏÊ èç [40] ñ Γ = 0 2.14 (0.27)

ÐÇÏÊ èç [40] ñ Γ = 7 1.85 (0.19)

ÐÇÏÊ èç [40] ñ Γ = 14 1.85 (0.21)

ÐÇÏÊ èç [40] ñ Γ = 21 2.13 (0.20)

Òàáëèöà 1: Ïóñòü κ = 0.6 è n1 = 4. Ìû óêàçûâàåì ñðåäíèå îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè (19) è
ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ (â ñêîáêàõ) ïî 100 ñëó÷àéíûì ïðèìåðàì.

Â ÷àñòíîñòè, (19) îòðàæàåò îòíîøåíèå íîìèíàëüíûõ îæèäàåìûõ ïîòåðü, ïî-

íåñåííûõ ïîëüçîâàòåëåì, ê îïòèìàëüíûì îæèäàåìûì ïîòåðÿì ïðè íàëè÷èè

ïîëíîé èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè, ò.å. êîãäà îæèäàåìûå çàòðàòû EQ∗a{ca},
a ∈ A, èçâåñòíû àïðèîðè.

Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà

ìû óñòàíàâëèâàåì h = 20, r = 10, n̂ = 100 è η0 = 0.05, åñëè äðóãîå íå óêàçàíî.

Äëÿ êàæäîãî a ∈ A ìû ñòðîèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, âûáèðàÿ la ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûì íà [0, 100] è ua := la + ∆a, ãäå ∆a ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî

íà [0, 100].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû àíàëèçèðóåì íîìèíàëüíûå îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè

(19) äëÿ ðàññìîòðåííûõ ðîáàñòíûõ è ðîáàñòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ôîðìóëèðîâîê

ÐÑÇÏÊ. Â òàáëèöå 1 ìû ïðèâîäèì ñðåäíèå îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè (19) è ñòàí-

äàðòíûå îòêëîíåíèÿ (â ñêîáêàõ), ïîíåñåííûå ïîëüçîâàòåëåì â 100 ñëó÷àéíûõ

òåñòîâûõ ïðèìåðàõ äëÿ κ = 0.6 è n1 = 4.

Ìû äåëàåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ:

� Åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì n1 íîìèíàëüíûå îòíîñèòåëüíûå

ïîòåðè (19) óìåíüøàþòñÿ, ïîñêîëüêó äîñòóïíî áîëüøå èíôîðìàöèè î

ðàñïðåäåëåíèè.

� Ðîáàñòíàÿ ôîðìóëèðîâêà Áåðöèìàñà è Cèìà [40] íå èñïîëüçóåò íèêàêîé

èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè è, òàêèì îáðàçîì, ïðåäîñòàâëÿåò ÷ðåçìåð-

íî êîíñåðâàòèâíûå ðåøåíèÿ.
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� Ìû óäîñòîâåðÿåìñÿ, ÷òî íàøà ôîðìóëèðîâêà ÐÑÇÏÊ (F′os) ïðåâîñõîäèò

ôîðìóëèðîâêó, îñíîâàííóþ íà ìîìåíòàõ, ñ òî÷êè çðåíèÿ íîìèíàëüíûõ

îòíîñèòåëüíûõ ïîòåðü.

� Îøèáêà íà òåñòîâîé âûáîðêå äëÿ (Fos) óìåíüøàåòñÿ, êîãäà â ìîäåëü

âêëþ÷àþòñÿ ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Â ïîëíîé âåðñèè ýòîãî òåçèñà ìû òàêæå àíàëèçèðóåì íîìèíàëüíûå îòíî-

ñèòåëüíûå ïîòåðè (19) êàê ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíîé øèðèíû áàçîâûõ ïîäèí-

òåðâàëîâ, κ, è êîëè÷åñòâà ïîäèíòåðâàëîâ, n1. Íàêîíåö, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî

âðåìÿ ðåøåíèÿ äëÿ ÇÑÖÏ (12) äîñòàòî÷íî ìàëî è õîðîøî ìàñøòàáèðóåòñÿ

ïî êîëè÷åñòâó ñëîåâ, h.

3.2 ×èñëåííûé àíàëèç ìíîãîñòàäèéíîé çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì, âûãîäíî ëè ïîëüçîâàòåëþ èñïîëüçîâàòü äèíà-

ìè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðîëü âñïîìîãàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ

îãðàíè÷åíèé (13) àíàëèçèðóåòñÿ â îòíîøåíèè êà÷åñòâà äèíàìè÷åñêèõ ðåøå-

íèé è ñëîæíîñòè ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííîé ôîðìóëèðîâêè (18).

Òåñòîâûå ïðèìåðû. Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà êëàññà ïîñëîéíûõ ïîëíî-

ñâÿçíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ëèáî ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè, ëèáî ñîäåðæàò íà-

ïðàâëåííûå öèêëû. Ïîñëîéíûå àöèêëè÷åñêèå ãðàôû ñîâïàäàþò ñ ãðàôàìè,

ðàññìîòðåííûìè äëÿ îäíîñòàäèéíîé çàäà÷è. Ãðàôû îáùåãî âèäà, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, ïîëó÷àþòñÿ èç àöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðåáðà, íå ïðè-

ìûêàþùèå ê s è f , ìîãóò áûòü ïðîéäåíû â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ.

Àíàëîãè÷íî òåñòîâûì ïðèìåðàì äëÿ îäíîñòàäèéíîé çàäà÷è, ìû ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî ñòîèìîñòè ðåáåð ca ãåíåðèðóþòñÿ èç áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ, íî ñ

ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé [0, 1] äëÿ êàæäîãî a ∈ A. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîìè-

íàëüíûå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Q∗(i,j) è Q∗(j,i) ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè

äëÿ ëþáîãî (i, j) ∈ A. Íîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Q∗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðî-
èçâåäåíèå ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Q∗a, a ∈ A.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñîäåðæèò òîëüêî

îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî ñóììû ñòîèìîñòåé
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ðåáåð ca, a ∈ FSi ∪ RSi, äëÿ êàæäîãî i ∈ N . Âåðõíþþ ãðàíèöó âûøåóïî-

ìÿíóòîé ñóììû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áþäæåò çëîóìûøëåííèêà, âûäå-

ëåííûé â âåðøèíå i. Êðîìå òîãî, ýòà ãðàíèöà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç íà-

áîðà îáó÷àþùèõ äàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Õåôôäèíãà. Ìû íå

ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå áîëåå ñëîæíûå ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ïîñêîëü-

êó íàøå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ðîëè âñïîìîãàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ

îãðàíè÷åíèé (13).

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ òàê-

æå èìåþò âèä îãðàíè÷åíèé íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (13b), êîòîðûå ïî-

ñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè îò äàò÷èêîâ (ñëó÷àé âåðîÿòíîñòíûõ

îãðàíè÷åíèé ðàññìîòðåí â ïîëíîé âåðñèè òåçèñà). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà îñíàùåíà äàò÷èêîì ñ íåêîòîðîé ôèêñèðî-

âàííîé âåðîÿòíîñòüþ; ñì., íàïðèìåð, ðèñóíîê 3. Ìû ïðåäëàãàåì òðè òèïà

âñïîìîãàòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé:

� èíäèâèäóàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñåäíèì äàò÷èêàì, íà-

ïðèìåð, îãðàíè÷åíèÿ äëÿ îæèäàåìîé ñòîèìîñòè (1, 2), (2, 4) è (2, 5) íà

ðèñóíêå 3.

� îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçíîñòü, íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèÿ â îòíîøåíèè ðàçíî-

ñòè îæèäàåìûõ ñòîèìîñòåé (3, 4) è (3, 5) íà ðèñóíêå 3.

� îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììó, íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ñóììû

îæèäàåìûõ ñòîèìîñòåé (3, 4) è (3, 5) íà ðèñóíêå 3 (ìû èñïîëüçóåì ýòè

îãðàíè÷åíèÿ, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ðåáåð ìîæåò áûòü ïðîéäåíî â îáîèõ

íàïðàâëåíèÿõ).

Ìû ñîáèðàåì íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé, âûáèðàÿ ñëó÷àéíóþ âåð-

øèíó è ñëó÷àéíîå îãðàíè÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ ýòîé âåðøèíîé.

Êðîìå òîãî, ìû ïðîâîäèì ðàçëè÷èå ìåæäó íàáîðîì äàííûõ, èñïîëüçóå-

ìûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñõîäíîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, è âñïîìîãàòåëüíûì

íàáîðîì äàííûõ, èñïîëüçóåìûì äëÿ ïðîâåðêè âñïîìîãàòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

Â ÷àñòíîñòè, âñïîìîãàòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû íà íåêîòî-
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Ðèñ. 3: Ïðèìåð ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàò÷èêîâ äëÿ ïîñëîéíîãî ãðàôà ñ h = r = 2.
Äàò÷èêè âûäåëåíû ñèíèì öâåòîì.

ðîì çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Õåôôäèíãà;

äîïîëíèòåëüíûå ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 2.2.2 â ïîëíîé âåðñèè.

Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè. Ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùóþ äâóõýòàï-

íóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïðîâåðêè íàøåãî ïîäõîäà. Íà ïåðâîì ýòàïå ìû ñòðîèì

èñõäíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Q è ðåøàåì ÇÑÖÏ (18), ÷òîáû ïîëó÷èòü

îöåíêó îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî âåêòî-

ðà îòâåòîâ çëîóìûøëåííèêà. Íà âòîðîì øàãå èëè ïðîöåäóðå ïðîâåðêè îãðàíè-

÷åíèé ìû ïûòàåìñÿ èäåíòèôèöèðîâàòü ôàêòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò-

âåòîâ çëîóìûøëåííèêà ïóòåì äèíàìè÷åñêîé ïðîâåðêè âñïîìîãàòåëüíûõ îãðà-

íè÷åíèé (13) â ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàõ ïóòè ïîëüçîâàòåëÿ.

Êà÷åñòâî äèíàìè÷åñêèõ ðåøåíèé íà ïåðâîì ýòàïå îöåíèâàåòñÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòè âèäà:

ρ1 := 100×
z∗static − z∗dynamic
z∗static − zlower

, (G1)

ãäå zlower îáåñïå÷èâàåò íåêîòîðóþ íèæíþþ ãðàíèöó çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-

öèè ìíîãîñòàäèéíîé çàäà÷è (Fms). Â ÷àñòíîñòè, ìû âûáèðàåì â êà÷åñòâå zlower

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ñâÿçàííîé ìàêñ-ìèí çàäà÷è, ò.å. îä-

íîñòàäèéíîé çàäà÷è (Fos), ãäå ïîðÿäîê îïåðàòîðîâ �max� è �min� îáðàùåí. Îò-

íîñèòåëüíàÿ ðàçíèöà ρ1 ∈ [0, 100] êîëè÷åñòâåííî îïðåäåëÿåò ïðèáûëü ïîëüçî-

âàòåëÿ (â ïðîöåíòàõ), ïîëó÷åííóþ îò èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåøåíèé
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×èñëî îãðàíè÷åíèé
Àöèêëè÷åñêèå ãðàôû

ρ1 (ÑÀÎ) â % ρ2 (ÑÀÎ) â % ñðåäíåå âðåìÿ (ÑÀÎ) â ñåê.

|L| = 1 2.0 (3.5) 1.5 (2.8) 0.04 (0.02)

|L| = 2 4.8 (7.2) 5.8 (9.1) 0.07 (0.02)

|L| = 3 6.3 (8.9) 8.3 (11.7) 0.17 (0.07)

|L| = 4 8.3 (10.0) 11.3 (14.1) 0.67 (0.33)

|L| = 5 10.2 (11.6) 12.2 (15.2) 3.8 (2.85)

Òàáëèöà 2: Ïóñòü h = r = 3, n̂ = ñ = 60 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô àöèêëè÷åñêèé.
Ìû ïðèâîäèì ñðåäíèå îòíîñèòåëüíûå ðàçíîñòè (G1) è (G2) è ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
â ñåêóíäàõ ñî ñðåäíèìè àáñîëþòíûìè îòêëîíåíèÿìè (ÑÀÎ) ïî 50 ñëó÷àéíûì òåñòîâûì
ïðèìåðàì.

(ïî îòíîøåíèþ ê ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êà÷åñòâî ïðîöåäóðû ïðîâåðêè îãðàíè÷åíèé îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê:

ρ2 := 100×
z∗dynamic − z̃dynamic
z∗static − zlower

, (G2)

ãäå z̃dynamic - ýòî íàøà îöåíêà îæèäàåìûõ ïîòåðü â íàèõóäøåì ñëó÷àå ïî-

ñëå ïðîöåäóðû ïðîâåðêè îãðàíè÷åíèé. Ìîæíî òàêæå óòâåðæäàòü, ÷òî ñóììà

ρ1 + ρ2 õàðàêòåðèçóåò îáùåå çíà÷åíèå (â ïðîöåíòàõ), íà êîòîðîå ìîæåò áûòü

óìåíüøåíà ðàçíîñòü z∗static − zlower. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ρ2 íåîòðèöàòåëüíî, íî

ôàêòè÷åñêàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷åòêî íå îïðåäåëåíà.

Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ âîïðî-

ñîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òîãî, êàê êà÷åñòâî àäàïòèâíûõ ðåøåíèé ìàñøòàáèðóåò-

ñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìû âû÷èñëÿåì ñðåäíèå îòíîñèòåëüíûå

ðàçíîñòè (G1) è (G2) è ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (ñî ñðåäíèìè àáñîëþòíûìè

îòêëîíåíèÿìè) äëÿ 50 òåñòîâûõ ýêçåìïëÿðîâ.

Ìû ââîäèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

� ζ ∈ (0, 1) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàò÷èê ðàçìåùåí â êàæäîé âåðøèíå;

� n̂ ∈ Z>0 - ÷èñëî íàáëþäåíèé â èñõîäíîì íàáîðå äàííûõ;

� ñ ∈ Z>0 - ÷èñëî íàáëþäåíèé âî âñïîìîãàòåëüíîì íàáîðå;
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×èñëî îãðàíè÷åíèé
Îáùèå ãðàôû

ρ1 (ÑÀÎ) â % ρ2 (ÑÀÎ) â % ñðåäíåå âðåìÿ (ÑÀÎ) â ñåê.

|L| = 1 1.8 (3.2) 3.3 (5.9) 0.08 (0.05)

|L| = 2 3.6 (6.0) 4.4 (7.3) 0.28 (0.10)

|L| = 3 4.9 (7.1) 9.1 (13.1) 10.1 (6.71)

|L| = 4 - - > 600

|L| = 5 - - > 600

Òàáëèöà 3: Ïóñòü h = r = 3, n̂ = ñ = 60 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô îáùåãî âèäà.
Ìû ïðèâîäèì ñðåäíèå îòíîñèòåëüíûå ðàçíîñòè (G1) è (G2) è ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
â ñåêóíäàõ ñî ñðåäíèìè àáñîëþòíûìè îòêëîíåíèÿìè (ÑÀÎ) ïî 50 ñëó÷àéíûì òåñòîâûì
ïðèìåðàì.

� η0 ∈ (0, 1) - âåðîÿòíîñòü íàðóøåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî ñåìåéñòâà ðàñïðå-

äåëåíèé;

� γ ∈ (0, 1) - óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ êàæäîãî âñïîìîãàòåëüíîãî îãðàíè-

÷åíèÿ.

Ïóñòü η0 = 0.05, γ = 0.95 è ζ = 0.5, h = r = 3 è n̂ = ñ = 60. Äëÿ êàæäîãî

òåñòîâîãî ïðèìåðà ìû óâåëè÷èâàåì êîëè÷åñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ îãðàíè÷å-

íèé, |L|, ñ 1 äî 5. Ðåçóëüòàòû äëÿ àöèêëè÷åñêèõ è îáùèõ ãðàôîâ ïðåäñòàâëå-

íû, ñîîòâåòñòâåííî, â òàáëèöàõ 2 è 3.

Íàáëþäåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íàøèõ âû÷èñëåíèé, ìîæíî ðåçþ-

ìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Óâåëè÷åíèå ÷èñëà âñïîìîãàòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçî-

âàòåëþ áîëüøå èíôîðìàöèè è, òàêèì îáðàçîì, ïîâûøàåò êà÷åñòâî êàê

àäàïòèâíûõ ðåøåíèé, òàê è ïðîöåäóðû ïðîâåðêè îãðàíè÷åíèé.

� Ìíîãîñòàäèéíàÿ çàäà÷à (Fms) ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíîé â âû÷èñëè-

òåëüíîì îòíîøåíèè äëÿ ãðàôîâ îáùåãî âèäà è ñ óâåëè÷åíèåì |L|. Ýòîò
ôàêò èíòóèòèâíî ïîíÿòåí, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ è îãðàíè-

÷åíèé â (Fms) ýêñïîíåíöèàëüíî â çàâèñèìîñòè îò |L| è óâåëè÷èâàåòñÿ

äëÿ ãðàôîâ îáùåãî âèäà.

Ñòîèò ïðèçíàòü, ÷òî â ïåðâóþ î÷åðåäü íàø ïîäõîä èìååò ñìûñë ïðèìå-

íÿåòü ê ñåòÿì îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ðàçìåðà, â êîòîðûõ ðåøåíèÿ ñ äî-
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ñòàòî÷íî âûñîêèì êà÷åñòâîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû çà ðàçóìíîå âðåìÿ. Ìîæ-

íî òàêæå óòâåðæäàòü, ÷òî áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ

ìíîãîñòàäèéíûõ çàäà÷ ñ áèíàðíûìè ïåðåìåííûìè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðè-

ìåíåíû òîëüêî ê çàäà÷àì óìåðåííîãî ðàçìåðà; ñì., íàïðèìåð, èññëåäîâàíèÿ

â [27, 42, 43] è ññûëêè â íèõ.

4 Ìîäåëü II: ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû è ïîäõîä

ê åå ðåøåíèþ

Îáîçíà÷åíèÿ. Â ôîðìóëèðîâêå Ìîäåëè II ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ. Êàê è äëÿ Ìîäåëè I, ìû ðàññìàòðèâàåì ñâÿçàííûé âçâåøåííûé

îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (N,A, c). Äëÿ ïîäìíîæåñòâà ðåáåð A′ ⊆ A ìû

îïðåäåëÿåì ïîäãðàô G, èíäóöèðîâàííûé ýòèì ïîäìíîæåñòâîì, êàê G[A′] =

(N,A′, c′), ò.å. ìíîæåñòâî ðåáåð ñâîäèòñÿ ê A′ è c′ := {ca, a ∈ A′}. Êîëè÷å-
ñòâî còàäèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è áþäæåò çëîóìûøëåííèêà îáîçíà÷àþòñÿ êàê

T ∈ Z>0 è k ∈ Z>0 ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ïóñòü `(P ) - ñòîèìîñòü ïóòè

P ∈ Psf(G), òî åñòü `(P ) =
∑

a∈P ca. Íàêîíåö, ìû îïðåäåëÿåì

z∗(G) = min
P∈Psf (G)

`(P ),

ò.å. z∗(G) - ýòî ñòîèìîñòü êðàò÷àéøåãî ïóòè îò s äî f â G.

4.1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 1.3, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü îáëàäàåò ïîë-

íîé èíôîðìàöèåé î ãðàôå, â òî âðåìÿ êàê çëîóìûøëåííèê èçíà÷àëüíî íà-

áëþäàåò ïîäñåòü G[A0] äàííîé ñåòè G, ò.å. îí èíôîðìèðîâàí òîëüêî î ñóùå-

ñòâîâàíèè ðåáåð â A0 è èõ ñòîèìîñòÿõ. Â êàæäîé ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

t ∈ {1, 2, . . . , T} ïðîèñõîäèò ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé:

1. Çëîóìûøëåííèê âûáèðàåò íàáîð It ⊆ At−1 íå áîëåå ÷åì èç k ðåáåð,

êîòîðûå áóäóò çàáëîêèðîâàíû ðîâíî íà îäíó ñòàäèþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
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2. Ïîëüçîâàòåëü ïðîõîäèò ïî ïóòè Pt ∈ Psf(G[A \ It]). Ìû íàçûâàåì `(Pt)

òåêóùèìè ïîòåðÿìè ïîëüçîâàòåëÿ. Ïîëüçîâàòåëü òàêæå ðàñêðûâàåò çëî-

óìûøëåííèêó ðåáðà â Pt è èõ ñòîèìîñòü.

3. Çëîóìûøëåííèê îáíîâëÿåò äîñòóïíóþ åìó èíôîðìàöèþ, ò.å.At = At−1∪
Pt.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü ïûòàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñâîè ñîâî-

êóïíûå ïîòåðè â òå÷åíèå T ïåðèîäîâ, â òî âðåìÿ êàê çëîóìûøëåííèê îãðà-

íè÷åí òåì, ÷òîáû äåéñòâîâàòü æàäíî â êàæäîé ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Áîëåå òîãî, ìû äåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

A1'. Â êàæäîì ïåðèîäå çëîóìûøëåííèê äåéñòâóåò ïåðâûì. Êðîìå òîãî, çëî-

óìûøëåííèê ÿâëÿåòñÿ æàäíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî îí âñåãäà ïåðåêðû-

âàåò íàáîð k íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåáåð â íàáëþäàåìîé ñåòè, ò.å.

It ∈ argmax{z∗(G[At−1 \ I]) : I ⊆ At−1, |I| ≤ k}. (20)

A2'. Ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíî k-ðàçäåëèìûì, òî åñòü ëþáîå ïîäìíî-

æåñòâî èç k ðåáåð â G íå ÿâëÿåòñÿ s− f ðàçðåçîì.

A3'. Åñëè ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîãî âîçìîæíîãî âûáîðà äëÿ It, òî çëîóìûø-

ëåííèê ïåðåêðûâàåò ðåáðà, ñëåäóÿ ÷åòêî îïðåäåëåííîìó äåòåðìèíèðî-

âàííîìó ïðàâèëó, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì â òîì ñìûñëå, ÷òî

åñëè It âûáðàíî èç íàáîðà ðåøåíèé I, òî îíî òàêæå âûáèðàåòñÿ èç ëþ-
áîãî íàáîðà ðåøåíèé Ĩ ⊆ I, ñîäåðæàùèõ It.

A4'. Ïîëüçîâàòåëü èìååò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ãðàôà, ñòîèìî-

ñòÿõ ðåáåð è áþäæåòå çëîóìûøëåííèêà, k. Ïîëüçîâàòåëü íàáëþäàåò çà

äåéñòâèÿìè çëîóìûøëåííèêà, ïðåæäå ÷åì âûáðàòü ïóòü, è íå ìîæåò

èñïîëüçîâàòü ïåðåêðûòûå ðåáðà.

A5'. Çëîóìûøëåííèêó èçíà÷àëüíî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ òîëüêî î

ïîäñåòèG[A0]. Â êàæäîé ñòàäèè îí íàáëþäàåò ïóòü Pt, âûáðàííûé ïîëü-

çîâàòåëåì, è çàòðàòû ca êàæäîé äóãè a ∈ Pt.
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Äîïóùåíèÿ A1'-A5' â îñíîâíîì òåõíè÷åñêèå è ôîðìèðóþò íåêîòîðûå îñ-

íîâíûå ñâîéñòâà íàøåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ Ìîäåëè II. Â ÷àñòíîñòè, ïðåä-

ïîëîæåíèå A3' ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñòðàòåãèè çëîóìûøëåííèêà ÿâëÿþòñÿ äå-

òåðìèíèðîâàííûìè. Ïðåäïîëîæåíèå ñîãëàñîâàííîñòè ñõîæå ñ àíàëîãè÷íûì

ïðåäïîëîæåíèåì â [12] äëÿ ñòðàòåãèé ïîëüçîâàòåëÿ. Òàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

â êàæäîé ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé çëîóìûøëåííèê ðàíæèðóåò âñå âîçìîæ-

íûå ðåøåíèÿ â èçâåñòíîé åìó ñåòè íà îñíîâå íåêîòîðûõ êðèòåðèåâ, íàïðèìåð,

èõ ñòîèìîñòè äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Çàòåì çëîóìûøëåííèê âûáèðàåò ðåøåíèå

äëÿ ïåðåêðûòèÿ ñ ñàìûì âûñîêèì ðåéòèíãîì èç òàêîãî ñïèñêà.

Âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäïîëîæåíèÿ A5' ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé èäåàëüíîé îáðàò-

íîé ñâÿçè îò ïîëüçîâàòåëÿ ê çëîóìûøëåííèêó, àíàëîãè÷íîé èññëåäîâàíèÿì â

[12, 13]. Ìû èñïîëüçóåì âòîðóþ ÷àñòü ïðåäïîëîæåíèÿ A5' ïðè âûâîäå íàøèõ

òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, â òî âðåìÿ êàê ìû îñëàáëÿåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå

â íàøåì âû÷èñëèòåëüíîì èññëåäîâàíèè.

Ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííîãî âûøå îáñóæäåíèÿ ïðîáëåìà ïîëüçîâàòåëÿ ìîæåò

áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê ñëåäóþùàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ çàäà÷à èåðàðõè÷åñêîé

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè:

min
Pt

T∑
t=1

`(Pt) :=
T∑
t=1

∑
a∈Pt

ca (21a)

s.t. Pt ∈ Psf(G[A \ It]) ∀t ∈ {1, . . . , T}, (21b)

It ∈ argmax{z∗(G[At−1 \ I]) : I ⊆ At−1, |I| ≤ k} ∀t ∈ {1, . . . , T},
(21c)

At = At−1 ∪ Pt ∀t ∈ {1, . . . , T}, (21d)

ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïîëüçîâàòåëÿ â (21a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó òåêó-

ùèõ ïîòåðü ïîëüçîâàòåëÿ çà T ïåðèîäîâ. Îãðàíè÷åíèÿ (21b) ãàðàíòèðóþò,

÷òî Pt íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåáðà, êîòîðûå áëîêèðóþòñÿ çëîóìûøëåííèêîì â

ñòàäèè t. Îãðàíè÷åíèÿ (21c) òðåáóþò, ÷òîáû ìíîæåñòâî It áûëî íàáîðîì èç

k íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåáåð â G[At−1] (íàïîìíèì ïðåäïîëîæåíèå A1'), ò.å.

(21c) ïîäðàçóìåâàåò èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íàêîíåö,
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(21d) óêàçûâàåò, ÷òî íàáîð ðåáåð, èçâåñòíûõ çëîóìûøëåííèêó â ñòàäèè t,

îáíîâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì A5'.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî æàäíûé çëîóìûøëåííèê íàäåëåí

÷àñòè÷íûì îðàêóëîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, òàêîé çëîóìûøëåííèê âûáèðàåò

íàáîð èç k íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåáåð It ⊆ At−1 â G[At−1] òàê, ÷òîáû ìàêñè-

ìèçèðîâàòü òåêóùèè ïîòåðè ïîëüçîâàòåëÿ `(P π
t ) â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé

ñòðàòåãèåé ïîëüçîâàòåëÿ π â ñòàäèè t. Ìû òàêæå ââîäèì òåõíè÷åñêîå òðåáîâà-

íèå, ÷òîáû æàäíûé çëîóìûøëåííèê ñ ÷àñòè÷íûì îðàêóëîì ìàêñèìèçèðîâàë

|It| â êà÷åñòâå ñâîåé âñïîìîãàòåëüíîé öåëè.

Äàëåå ìû ïðèâîäèì íàãëÿäíûé ïðèìåð, ñðàâíèâàþùèé æàäíîãî ïîëüçîâà-

òåëÿ ñ �òàêòè÷åñêèì�, ò.å. ñëåäóþùèì áîëåå ñëîæíîé ñòðàòåãèè, ÷åì æàäíàÿ.

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç P SP
t è P SE

t , t ≥ 1, ðåøåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ â ðàìêàõ æàä-

íîé è òàêòè÷åñêîé ñòðàòåãèè ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ñîâîêóïíûå ïîòåðè

ïîëüçîâàòåëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé ñòðàòåãèåé π çà T ñòàäèé îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LπT :=
T∑
t=1

`(P π
t )

Ïðèìåð 2 Ãðàô G, èñïîëüçóåìûé â ýòîì ïðèìåðå, ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 4.

Ïóñòü s = 1 è f = 4 - ñòàðòîâàÿ è ôèíèøíàÿ âåðøèíû ñîîòâåòñòâåííî, à M

- âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî M > 5. Ìû òàêæå óñòàíàâëèâàåì T = 2,

k = 2 è A0 = ∅.
Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé æàäíîãî ïîëüçîâàòåëÿ. Ïîñêîëüêó

A0 = ∅ ìû èìååì I1 = ∅, à â ïåðâîé ñòàäèè æàäíûé ïîëüçîâàòåëü ñëåäóåò

ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè P SP
1 = {1 → 2 → 3 → 4}. Çàòåì ìû ïîëó÷èì, ÷òî

A1 = P SP
1 è, òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî èç 2 ðåáåð â P SP

1 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ k íàèáîëåå çíà÷èìûìè ðåáðàìè â G[A1].

Äàëåå, ïîñêîëüêó çëîóìûøëåííèê íàäåëåí ÷àñòè÷íûì îðàêóëîì, îí çíà-

åò, ÷òî ñòðàòåãèÿ ïîëüçîâàòåëÿ π ÿâëÿåòñÿ æàäíîé, è ïûòàåòñÿ ìàêñèìèçè-

ðîâàòü òåêóùèå ïîòåðè ïîëüçîâàòåëÿ `(P π
2 ) = z∗(G[A \ Iπ2 ]) âî âòîðîé ñòà-

äèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî çëîóìûøëåííèê ïåðå-

36



1 2 3 4

5

1 1 1

3

M

3

M 0

Ðèñ. 4: Ãðàô, èñïîëüçóåìûé â ïðèìåðå 2. Äëÿ ñòîèìîñòåé ðåáåð (1, 4) è (1, 5) ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî M > 5.

êðûâàåò ðåáðà (1, 2) è (3, 4), ÷òî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ISP2 = {(1, 2), (3, 4)} è
P SP

2 = {1→ 5→ 4}. Â ÷àñòíîñòè, |I2| = 2 = k è âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå ñ ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíîé ìîùíîñòüþ. Â ðåçóëüòàòå ñîâîêóïíûå ïîòåðè æàäíîãî

ïîëüçîâàòåëÿ ðàâíû LSP2 = 3 +M .

Çàòåì ìû ðàññìîòðèì òàêòè÷åñêîãî ïîëüçîâàòåëÿ, êîòîðûé ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïðîõîäèò ïî íåïåðåñåêàþùèìñÿ ïóòÿì P SE
1 = {1 → 2 → 4} è P SE

2 =

{1 → 3 → 4}. Â ýòîì ñëó÷àå ISE2 = {(1, 2), (2, 4)} è ñîâîêóïíûå ïîòåðè òàê-

òè÷åñêîãî ïîëüçîâàòåëÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê LSE2 = 4 + 4 = 8 < LSP2 . �

Ïðèìåð 2 èëëþñòðèðóåò, ÷òî åñëè ïîëüçîâàòåëü çíàåò, ÷òî çëîóìûøëåí-

íèê ñëåäóåò æàäíîé ñòðàòåãèè, òî îí ìîæåò èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò, ÷òîáû

óìåíüøèòü ñâîè ñîáñòâåííûå ñîâîêóïíûå ïîòåðè. Êðîìå òîãî, ìû íàáëþäà-

åì, ÷òî ïóòè, èñïîëüçóåìûå òàêòè÷åñêèì ïîëüçîâàòåëåì, èìåþò íåêîòîðûå

îáùèå ðåáðà ñ êðàò÷àéøèì ïóòåì; íåêîòîðîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòèõ

íàáëþäåíèé ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.3. Íàêîíåö, äîâîëüíî ïðîñòî ïðîâåðèòü,

÷òî òàêòè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ ïîëüçîâàòåëÿ ìîæåò äîìèíèðîâàòü íàä æàäíîé

äëÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ T ≥ 2 è íåïóñòîãî A0.

4.2 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ïîëüçîâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé äàæå â

ñëó÷àå T = 2 è äëÿ ñåòåé, â êîòîðûõ ïðîáëåìà ïåðåêðûòèÿ k íàèáîëåå çíà-
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÷èìûõ ðåáåð â G[A0] è G[A1] ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû

îïðåäåëÿåì áèíàðíóþ âåðñèþ ïðîáëåìû ïîëüçîâàòåëÿ (UP) äëÿ T = 2:

Çàäà÷à 2-UP.

Äàíî: ãðàô G âìåñòå ñî ñòàðòîâîé è ôèíèøíîé âåðøèíîé, s è f , ïîäìíîæå-

ñòâî ðåáåðA0, èçâåñòíûõ çëîóìûøëåííèêó, áþäæåò çëîóìûøëåííèêà k ∈ Z>0

è ïîðîãîâîå çíà÷åíèå l ∈ R>0.

Âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè äâà ïóòè P1, P2 ∈ Psf(G) îáùåé ñòîèìîñòüþ íå áîëåå

l, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîéäåíû ïîëüçîâàòåëåì, ó÷èòûâàÿ,

÷òî çëîóìûøëåííèê æàäíûé è íàäåëåí ÷àñòè÷íûì îðàêóëîì? �

Òåîðåìà 4 Çàäà÷à 2-UP ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äëÿ êëàññà

ãðàôîâ, ãäå ïðîáëåìà ïåðåêðûòèÿ (â G[A0] è G[A1]) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-

ìà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 îñíîâàíî íà ïðèâåäåíèè, èñõîäÿ èç çàäà÷è áó-

ëåâîé âûïîëíèìîñòè (3-SAT), ãäå äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà 3-SAT ìû ñòðîèì

êîíêðåòíûé ïðèìåð 2-UP çàäà÷è. Ñëåäóÿ ïðèâåäåííîìó âûøå îáñóæäåíèþ,

ìû ñòðîèì ïðèìåð 2-UP òàêèì îáðàçîì, ÷òî äîïóñòèìîñòü ëþáîãî ðåøåíèÿ

ïîëüçîâàòåëÿ ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â çàâèñèìîñòè

îò ÷èñëà ðåáåð, ò.å. ïðîáëåìà k íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåáåð êàê â G[A0], òàê è â

G[A1] ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Íàøà êîíñòðóêöèÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ïîõîæà íà òó, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü â [44] è ãäå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à

íàõîæäåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé ñ ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé ñòîè-

ìîñòüþ (è ñ ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè ñòîèìîñòÿìè) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî NP -

ïîëíîé. Îäíàêî íàøà ïîñòàíîâêà çàäà÷è òðåáóåò íåñêîëüêî èíîé ñòðóêòóðû

âåêòîðà ñòîèìîñòåé è èñïîëüçîâàíèÿ �íåóñòðàíèìûõ� ðåáåð; ñì. ðàçäåë 3.2 â

ïîëíîé âåðñèè.

4.3 Áàçîâûé àíàëèç ñòðàòåãèé ïîëüçîâàòåëÿ

Ââèäó òåîðåìû 4, åñòåñòâåííî èññëåäîâàòü íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïîëüçîâàòåëÿ â ïðîñòîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà T = 2
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è A0 = ∅, à çàòåì èñïîëüçîâàòü ýòè ñâîéñòâà, ÷òîáû ïðåäëîæèòü ýâðèñòè-

÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà èñõîäíîé èíôîðìàöèè è ëþáîãî

âðåìåííîãî ãîðèçîíòà.

Âî-ïåðâûõ, ïðè íåêîòîðîì äîâîëüíî ìÿãêîì äîïóùåíèè ìû ïîêàçûâàåì,

÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîëüçîâàòåëÿ (21) ïðè T = 2 è A0 = ∅
ÿâëÿåòñÿ æàäíûì, ëèáî ñîñòîèò èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïóòåé, êîòîðûå ïåðåñå-

êàþòñÿ ñ êðàò÷àéøèì ïóòåì â èñõîäíîé ñåòè. Òàê, ÷òîáû óïðîñòèòü íàøè

âûâîäû, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàòðàòû íà âñå âîçìîæíûå ïóòè îò s äî f

ðàçëè÷íû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ìîæåì ïåðå÷èñëèòü ïóòè â ñòðîãî âîçðàñ-

òàþùåì ïîðÿäêå, ñîãëàñíî èõ ñòîèìîñòè:

`(P (1)) < `(P (2)) < . . . < `(P (µ)), (22)

ãäå |Psf(G)| = µ. Ìû òàêæå îáîçíà÷àåì ÷åðåç ν(P ) èíäåêñ ïóòè P ∈ Psf(G)

â ïðèâåäåííîì âûøå ñïèñêå. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 1 Ïóñòü A0 = ∅, k ≥ 1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü æàäíûé.

Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç r èíäåêñ ïóòè, ïðîéäåííîãî ïîëüçîâàòåëåì ïðè t =

2, ò.å. r = ν(P SP
2 ), òî äëÿ ëþáîãî z ∈ {1, 2, . . . , r− 1} ïóòü P (z) çàáëîêèðîâàí

çëîóìûøëåííèêîì ïðè t = 2.

Òåîðåìà 5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çëîóìûøëåííèê ÿâëÿåòñÿ æàäíûì è íàäå-

ëåí ÷àñòè÷íûì îðàêóëîì ñ A0 = ∅ è k ≥ 1. Ïóñòü T = 2 è r = ν(P SP
2 ), ãäå

r ≥ 2. Åñëè POPT
1 = P (i) è POPT

2 = P (j) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì

ïðîáëåìû ïîëüçîâàòåëÿ äëÿ T = 2, òî ëèáî i = 1, ëèáî j = r, èëè P (i) è P (j)

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

P (i) ∩ P (1) 6= ∅ and P (j) ∩ P (1) 6= ∅, (23)

`(P (1)) + `(P (r)) > `(P (i)) + `(P (j)), (24)

1 < i < r, 1 < j < r and i 6= j. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ æàäíîé ñòðàòåãèè ïîëü-

çîâàòåëÿ, â òî âðåìÿ êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 îñíîâàíî íà ëåììå 1 è
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òîì ôàêòå, ÷òî çëîóìûøëåííèê ÿâëÿåòñÿ æàäíûì è íàäåëåí ÷àñòè÷íûì îðà-

êóëîì. Òåîðåìà 5 ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå

àëüòåðíàòèâû: ëèáî æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíà äëÿ T = 2 è A0 = ∅, ëèáî
ñóùåñòâóåò áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîå ðåøåíèå ïîëüçîâàòåëÿ, êîòîðîå ñîñòîèò

èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïóòåé, P (i) è P (j), êîòîðûå îáà èìåþò íåêîòîðûå îáùèå

ðåáðà ñ êðàò÷àéøèì ïóòåì îò s äî f â èñõîäíîì ãðàôå; ñì. (23).

Îäèí åñòåñòâåííûé âîïðîñ, âîçíèêàþùèé äàëåå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÿâ-

ëÿþòñÿ ëè ýòè äâà ðàçëè÷íûõ ïóòè ïîñëåäíåé àëüòåðíàòèâû íåïåðåñåêàþ-

ùèìèñÿ, ëèáî òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Â ïîëíîé âåðñèè òåçèñà ìû

äåìîíñòðèðóåì, ÷òî äëÿ T = 2 è A0 = ∅ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ æàä-
íûì äëÿ k = 1 è ñîñòîèò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ k. Îäíàêî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëüçîâàòåëÿ ìîæåò áûòü äîñòà-

òî÷íî íåòðèâèàëüíûì ïðè óñëîâèè, ÷òî k ïðåâûøàåò 2, íî òàêæå íå ñëèøêîì

âåëèêî.

Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â öåëîì êàê æàäíûå, òàê è íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ðåøåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ ìîãóò áûòü íåîïòèìàëüíûìè. Â òî æå âðåìÿ íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ, çàäàííûå òåîðåìîé 5, ïðåäîñòàâëÿþò íåêîòîðóþ èíòóèöèþ,

êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåì ïðè ðàçðàáîòêå ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ òàê-

òè÷åñêîãî ïîëüçîâàòåëÿ.

Êëþ÷åâàÿ èäåÿ íàøåãî àëãîðèòìà îñíîâàíà íà äâóõýòàïíîé êîíöåïöèè

�çàãëÿäûâàíèÿ âïåðåä�. Â ÷àñòíîñòè, â êàæäîì ïåðèîäå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

ó ïîëüçîâàòåëÿ åñòü äâà âàðèàíòà: ëèáî îí ñëåäóåò æàäíîé ñòðàòåãèè, ëèáî

èùåò äâà àëüòåðíàòèâíûõ ïóòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîéäåíû ïîñëåäîâà-

òåëüíî ñ ñîâîêóïíûìè çàòðàòàìè, êîòîðûå íå ïðåâûøàþò ïîòåðè, ïîëó÷åí-

íûå ïðè æàäíîì ïîäõîäå. Ïàðà àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé ãåíåðèðóåòñÿ ýâðèñòè-

÷åñêèì ñïîñîáîì ïóòåì áëîêèðîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâà ðåáåð íåêîòîðîé ïðåä-

îïðåäåëåííîé ìîùíîñòè êðàò÷àéøåãî ïóòè, à çàòåì ïðîâåðêè òîãî, ÷òî óñëî-

âèÿ (23)-(24) Òåîðåìû 5 âûïîëíåíû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî áëàãîäàðÿ ñâîåé

äâóõýòàïíîé èäåå ïðîãíîçèðîâàíèÿ íàø àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí èòå-

ðàòèâíûì îáðàçîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âðåìåííîãî ãîðèçîíòà T è ìíîæåñòâà

èñõîäíîé èíôîðìàöèè A0. Ìû îïóñêàåì äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè îá àëãî-
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ðèòìå äëÿ êðàòêîñòè è ññûëàåìñÿ íà ðàçäåë 3.4 â ïîëíîé âåðñèè òåçèñà äëÿ

ïñåâäîêîäà.

5 Ìîäåëü II: êðàòêîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ âû-

÷èñëåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñðàâíèâàåì ïðåäëîæåííûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ

òàêòè÷åñêîãî ïîëüçîâàòåëÿ ñ æàäíîé ñòðàòåãèåé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýâðè-

ñòè÷åñêèé ïîäõîä ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî õîðîøî äàæå ïðè äîâîëüíî áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ T (íàïîìíèì, ÷òî íàø àëãîðèòì ãåíåðèðóåò ðåøåíèÿ íå áîëåå ÷åì

äëÿ äâóõ âðåìåííûõ ïåðèîäîâ) è ïðåâîñõîäèò æàäíóþ ñòðàòåãèþ íà íåñêîëü-

êèõ êëàññàõ ñèíòåòè÷åñêèõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

Â äîïîëíåíèå ê èäåàëüíîìó ñöåíàðèþ îáðàòíîé ñâÿçè (âñïîìíèì ïðåäïî-

ëîæåíèå A5'), ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì ñöåíàðèé îáðàòíîé ñâÿçè ñ øóìîì,

ãäå äëÿ êàæäîãî ðåáðà, èçíà÷àëüíî íå èçâåñòíîãî çëîóìûøëåííèêó, íî ïðîé-

äåííîãî ïîëüçîâàòåëåì â ïåðèîäå t, ò.å. a ∈ Pt \ At−1, çëîóìûøëåííèê íå

ïîëó÷àåò òî÷íîé èíôîðìàöèè î ôàêòè÷åñêîé ñòîèìîñòè ýòîãî ðåáðà, íî íà-

áëþäàåò çàøóìëåííóþ ðåàëèçàöèþ ýòîé ñòîèìîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû

îñëàáëÿåì äîïóùåíèå A5', ÷òîáû îòðàçèòü áîëåå ðåàëèñòè÷íûå ñöåíàðèè ïî-

âåäåíèÿ çëîóìûøëåííèêà.

Òåñòîâûå ïðèìåðû. Òåñòîâûå ïðèìåðû, èñïîëüçóåìûå â íàøèõ ýêñïå-

ðèìåíòàõ, ïðåäñòàâëåíû òðåìÿ êëàññàìè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, ò.å.,

� Ïîñëîéíûå ãðàôû. Ïåðâûé è ïîñëåäíèé ñëîè ñîñòîÿò èç ñòàðòîâîé è

ôèíèøíîé âåðøèí ñîîòâåòñòâåííî; ðåáðà ìåæäó ñëîÿìè ãåíåðèðóþò-

ñÿ ñ íåêîòîðîé çàðàíåå îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòü òåì

ìåíüøå, ÷åì áîëüøå �ðàññòîÿíèå� ìåæäó ñëîÿìè).

� Îäíîðîäíûå ãðàôû [45]. Íàïðàâëåííîå ðåáðî ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåð-

øèí ñóùåñòâóåò ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñòàðòîâàÿ

è ôèíèøíàÿ âåðøèíû âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàññòîÿíèå

ìåæäó íèìè ñîñòàâëÿëî ïðèìåðíî ïîëîâèíó äèàìåòðà.
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� BA ãðàôû [46]. Ýòè ãðàôû ïîñòðîåíû íà îñíîâå ìåõàíèçìà ïðåäïî÷òè-

òåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ. Ñòàðòîâàÿ è ôèíèøíàÿ âåðøèíû âûáèðàþòñÿ

êàê äëÿ îäíîðîäíûõ ãðàôîâ.

Íàáîð ðåáåð A0, èçíà÷àëüíî äîñòóïíûõ çëîóìûøëåííèêó, ãåíåðèðóåòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ðÿäà ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ ïóòåé îò s äî f â G. Êàê

îïèñàíî âûøå, ìû ðàññìàòðèâàåì äâà òèïà èíôîðìàöèîííîé îáðàòíîé ñâÿçè

îò ïîëüçîâàòåëÿ ê çëîóìûøëåííèêó, à èìåííî èäåàëüíóþ è çàøóìëåííóþ îá-

ðàòíóþ ñâÿçü. Èäåàëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèþA5'.

Îáðàòíàÿ ñâÿçü ñ çàøóìëåííîé èíôîðìàöèåé ãåíåðèðóåòñÿ èç ðàâíîìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå ñ öåíòðîì â íîìèíàëüíîì çíà÷åíèè

ñòîèìîñòè ðåáðà. Íàêîíåö, ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä ê ðåøåíèþ èç [15] äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è k íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåáåð, âîçíèêàþùåé ñ òî÷êè çðåíèÿ çëî-

óìûøëåííèêà.

Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè. Â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå ìû ãåíåðèðóåì

100 òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, ò.å. ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ îïðåäåëåííîãî òèïà, äëÿ íåêî-

òîðûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé áþäæåòà çëîóìûøëåííèêà k è âðåìåííîãî

ãîðèçîíòà T . Çàòåì ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç χ=(T, k) ïðîöåíò òåñòîâûõ ïðèìåðîâ

â êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå, â êîòîðîì êà÷åñòâî æàäíîé ñòðàòåãèè è ïðåäëà-

ãàåìîãî ýâðèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñîâïàäàþò, ò.å. ïîòåðè ïîëüçîâàòåëÿ, ïîëó-

÷åííûå ýòèìè ìåòîäàìè, îäèíàêîâû. Êðîìå òîãî, ïóñòü χ<(T, k) - ïðîöåíò

òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ýâðèñòèêà ïðåâîñõîäèò æàäíóþ ñòðàòåãèþ.

Çàòåì ïðîöåíò òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä ïðåâîñ-

õîäèò æàäíóþ ñòðàòåãèþ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

χ>(T, k) = 100− χ<(T, k)− χ=(T, k).

Ìû èñïîëüçóåì χ=, χ< è χ> â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëà-

ãàåìîé ýâðèñòèêè.

Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíûå ïî-

ñëîéíûå ãðàôû ñ h = 10 ïðîìåæóòî÷íûìè ñëîÿìè. Êîëè÷åñòâî âåðøèí íà

êàæäîì ñëîå ãåíåðèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äèñêðåòíûì ðàâíîìåðíûì ðàñ-
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T = 2 T = 5 T = 10
k χ< χ= χ> χ< χ= χ> χ< χ= χ>

1 4.0 (3.3) 96.0 (3.3) 0.0 (0.0) 5.2 (3.8) 94.4 (4.0) 0.4 (0.8) 5.2 (3.8) 94.4 (4.0) 0.4 (0.8)
2 7.0 (5.0) 93.0 (5.0) 0.0 (0.0) 9.2 (3.6) 87.6 (6.1) 3.2 (2.9) 9.8 (4.1) 86.0 (6.4) 4.2 (3.2)
3 9.2 (4.1) 90.8 (4.1) 0.0 (0.0) 18.2 (4.1) 76.4 (3.8) 5.4 (3.2) 24.2 (8.8) 69.6 (7.7) 6.2 (3.4)
4 10.6 (6.2) 89.4 (6.2) 0.0 (0.0) 23.0 (5.2) 68.8 (7.0) 8.2 (5.0) 31.4 (6.3) 53.2 (6.8) 15.4 (6.8)
5 14.2 (5.2) 85.8 (5.2) 0.0 (0.0) 32.2 (8.8) 57.8 (9.8) 10.0 (2.0) 44.2 (4.3) 34.0 (5.7) 21.8 (2.6)
6 15.0 (3.6) 85.0 (3.6) 0.0 (0.0) 37.6 (7.1) 50.8 (8.1) 11.6 (3.9) 45.0 (6.7) 28.0 (5.8) 27.0 (7.1)
7 15.0 (5.8) 85.0 (5.8) 0.0 (0.0) 35.4 (6.3) 53.7 (5.5) 10.9 (6.0) 50.7 (5.2) 26.5 (7.8) 22.8 (6.1)
8 14.2 (3.9) 85.8 (3.9) 0.0 (0.0) 36.6 (8.0) 50.4 (7.5) 13.0 (6.3) 48.6 (4.4) 24.8 (6.2) 26.6 (6.2)
9 16.0 (4.0) 84.0 (4.0) 0.0 (0.0) 42.4 (6.2) 47.4 (5.7) 10.2 (4.9) 57.1 (5.0) 17.3 (3.7) 25.5 (6.2)
10 20.0 (3.1) 80.0 (3.1) 0.0 (0.0) 46.4 (6.2) 42.8 (4.7) 10.8 (3.6) 61.8 (5.4) 14.3 (4.7) 23.9 (5.6)

Òàáëèöà 4: Ñðàâíåíèå æàäíîé ñòðàòåãèè ñ ýâðèñòèêîé äëÿ òàêòè÷åñêîãî ïîëüçîâàòåëÿ â
ïîñëîéíûõ ñëó÷àéíûõ ãðàôàõ. Îáðàòíàÿ ñâÿçü çëîóìûøëåííèêà èäåàëüíà. Äëÿ êàæäîé
ïàðû çíà÷åíèé k è T ìû ïðèâîäèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ χ<(T, k),
χ=(T, k) è χ>(T, k) äëÿ 10 ýêñïåðèìåíòîâ ñî 100 òåñòîâûìè ïðèìåðàìè.

T = 2 T = 5 T = 10
k χ< χ= χ> χ< χ= χ> χ< χ= χ>

1 4.0 (2.2) 96.0 (2.2) 0.0 (0.0) 10.0 (3.2) 88.6 (3.0) 1.4 (0.9) 9.0 (3.6) 88.6 (3.0) 2.4 (1.5)
2 10.2 (3.3) 89.8 (3.3) 0.0 (0.0) 21.4 (5.7) 72.2 (7.2) 6.4 (4.1) 26.2 (5.4) 67.4 (6.1) 6.4 (3.4)
3 10.4 (2.8) 89.6 (2.8) 0.0 (0.0) 27.2 (5.5) 66.8 (6.1) 6.0 (3.0) 37.6 (5.5) 51.4 (5.1) 11.0 (3.9)
4 10.2 (4.7) 89.8 (4.7) 0.0 (0.0) 30.6 (5.4) 60.8 (6.9) 8.6 (4.2) 49.6 (5.1) 36.2 (7.0) 14.2 (4.4)
5 13.2 (4.5) 86.8 (4.5) 0.0 (0.0) 32.5 (7.7) 58.1 (7.7) 9.4 (3.0) 48.1 (7.9) 28.8 (4.8) 23.1 (6.0)
6 17.0 (5.0) 83.0 (5.0) 0.0 (0.0) 37.2 (5.0) 52.2 (5.5) 10.6 (6.0) 53.9 (4.6) 21.2 (6.5) 24.9 (4.4)
7 16.8 (5.2) 83.2 (5.2) 0.0 (0.0) 42.8 (5.7) 47.0 (7.4) 10.2 (3.0) 58.4 (4.8) 19.5 (5.8) 22.0 (3.4)
8 18.2 (6.8) 81.8 (6.8) 0.0 (0.0) 42.4 (6.5) 48.8 (8.8) 8.8 (3.0) 57.9 (7.4) 19.2 (6.7) 22.9 (4.8)
9 15.2 (3.7) 84.8 (3.7) 0.0 (0.0) 42.2 (5.6) 45.8 (6.3) 12.0 (4.7) 61.4 (5.0) 16.6 (6.1) 22.0 (6.0)
10 17.0 (4.6) 83.0 (4.6) 0.0 (0.0) 44.8 (5.9) 43.2 (5.5) 12.0 (4.9) 59.5 (4.2) 16.3 (5.1) 24.3 (6.1)

Òàáëèöà 5: Ñðàâíåíèå æàäíîé ñòðàòåãèè ñ ýâðèñòèêîé äëÿ òàêòè÷åñêîãî ïîëüçîâàòå-
ëÿ â ïîñëîéíûõ ñëó÷àéíûõ ãðàôàõ. Îáðàòíàÿ ñâÿçü çëîóìûøëåííèêà çàøóìëåííàÿ. Äëÿ
êàæäîé ïàðû çíà÷åíèé k è T ìû ïðèâîäèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ
χ<(T, k), χ=(T, k) è χ>(T, k) äëÿ 10 ýêñïåðèìåíòîâ ñî 100 òåñòîâûìè ïðèìåðàìè.

ïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå [4, 6]. Ðåáðî ìåæäó ïàðîé âåðøèí èç i-ãî è j-ãî

ñëîåâ ãåíåðèðóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p
j−i , ãäå ìû óñòàíàâëèâàåì p = 0, 5. Êðîìå

òîãî, ñòàðòîâàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà íàïðàâëåííûì ðåáðîì ñî âñåìè âåðøèíà-

ìè â ñëîå 2, â òî âðåìÿ êàê âñå âåðøèíû â ñëîå h− 1 ñîåäèíåíû ñ ôèíèøíîé

âåðøèíîé. Âñå ñòîèìîñòè ðåáåð ãåíåðèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äèñêðåòíûì

ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå [0, 100|j−i|]. Íàêîíåö, ìû ññûëà-

åìñÿ íà ðàçäåë 4.1 â ïîëíîé âåðñèè äèññåðòàöèè äëÿ ïîäðîáíîãî îáñóæäåíèÿ

íàøåãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ýâðèñòèêè.

Ìû óñòàíàâëèâàåì k ∈ {1, . . . , 10}, T ∈ {2, 5, 10} è ïîâòîðÿåì ýêñïåðèìåíò

10 ðàç. Â òàáëèöå 4 ìû ïðèâîäèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ

ïî îòíîøåíèþ ê χ<(T, k), χ=(T, k) è χ>(T, k). Â òàáëèöå 5 ïðèâåäåíû òå æå
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ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, ïðåäïîëàãàþùèå, ÷òî îáðàòíàÿ ñâÿçü çàøóìëåíà.

Îñíîâíûå íàáëþäåíèÿ ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Ïî ñâîåé êîíñòðóêöèè íàø ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì âñåãäà ïðåâîñõîäèò

æàäíóþ ñòðàòåãèþ â ñëó÷àå T = 2;

� Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k çíà÷åíèå χ<(T, k) èìååò òåíäåíöèþ ðàñ-

òè ñ óâåëè÷åíèåì T . Ôàêòè÷åñêè, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ïåðèîäîâ

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ó òàêòè÷åñêîãî ïîëüçîâàòåëÿ ïîÿâëÿåòñÿ áîëüøå âîç-

ìîæíîñòåé óëó÷øèòü ñâîå ðåøåíèå.

� Çíà÷åíèå χ>(T, k) òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò T . Ýòî íà-

áëþäåíèå äîâîëüíî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ýâðèñòè-

êà âû÷èñëÿåò ðåøåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ íå áîëåå ÷åì äëÿ äâóõ ïåðèîäîâ

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

� Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì, ÷òî χ<(T, k) > χ>(T, k) â ñðåäíåì, ÷òî ïîä-

ðàçóìåâàåò, ÷òî ïîëüçîâàòåëü äîëæåí ïðåäïî÷åñòü èñïîëüçîâàíèå ýâðè-

ñòèêè æàäíîé ñòðàòåãèè.

Â êà÷åñòâå çàìå÷àíèÿ, â ïîëíîé âåðñèè äèññåðòàöèè ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò 3

ñåêóíä (â ñðåäíåì) äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k. Íàêîíåö,

ìû äåìîíñòðèðóåì, ÷òî èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû äîâîëüíî õîðîøî ñîãëàñóþò-

ñÿ â îòíîøåíèè âñåõ ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ è òèïîâ îáðàòíîé ñâÿçè,

ïîëó÷åííîé îò ïîëüçîâàòåëÿ çëîóìûøëåííèêîì; ñì. ðàçäåë 4.2 â ïîëíîé âåð-

ñèè äèññåðòàöèè.

6 Âûâîäû

Â ýòîì òåçèñå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîáëåìó ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè ñ ðàç-

ëè÷íûìè ôîðìàìè íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èãðà

ñ íóëåâîé ñóììîé ìåæäó äâóìÿ ëèöàìè, ïðèíèìàþùèìè ðåøåíèÿ, à èìåí-

íî ïîëüçîâàòåëåì è çëîóìûøëåííèêîì. Ïîëüçîâàòåëü ïåðåìåùàåòñÿ ìåæäó
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äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè â ñåòè, â òî âðåìÿ êàê çëîóìûøëåííèê

êîíòðîëèðóåò ëèáî ñòîèìîñòü ðåáåð â äàííîé ñåòè, ëèáî èõ ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòåé.

Â ïåðâîé ìîäåëè, Ìîäåëè I, ñòðóêòóðà ñåòè ïðåäïîëàãàåòñÿ äåòåðìèíèðî-

âàííîé, â òî âðåìÿ êàê ñòîèìîñòè ðåáåð/âðåìÿ â ïóòè ïîäâåðæåíû íåîïðå-

äåëåííîñòè. Äëÿ ýòîé ìîäåëè ìû ðàññìàòðèâàåì îäíî- è ìíîãîñòàäèéíûå

ðîáàñòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè (ÐÑ-

ÇÏÊ), â êîòîðûõ ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ôîðìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè îãðàíè-

÷åíèÿìè íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ ðåáåð è

èíäèâèäóàëüíûìè âåðîÿòíîñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ îòäåëüíûõ ðåáåð. Îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ Ìîäåëè I ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî íàøè âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïî-

ñòðîåíû è ïðîâåðåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïîëíûõ èëè ÷àñòè÷íî íàáëþ-

äàåìûõ äàííûõ.

� Êàê äëÿ îäíîñòàäèéíûõ, òàê è äëÿ ìíîãîñòàäèéíûõ çàäà÷ ïðåäëîæå-

íû ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè ëèíåéíîãî ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

� Ìû äåìîíñòðèðóåì ÷èñëåííî, ÷òî íàø ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ êîíêóðåíòîñïî-

ñîáíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ íåêîòîðûìè ìåòîäàìè ðîáàñòíîé è ðîáàñòíî-

ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.

� Òàêæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ñåòåé îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ðàçìå-

ðà ïîëüçîâàòåëþ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðèáåãàòü ê àäàïòèâíûì ðåøåíèÿì

âìåñòî ñòàòè÷åñêèõ.

Âî âòîðîé ìîäåëè, Ìîäåëè II, ìû ðàññìàòðèâàåì íåîïðåäåëåííîñòü ñòðóê-

òóðû ñåòè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñòîèìîñòè ðåáåð/âðåìÿ â ïóòè ÿâëÿþòñÿ äåòåð-

ìèíèðîâàííûìè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîñòàäèéíóþ ñåòåâóþ

èãðó ìåæäó ïîëüçîâàòåëåì è çëîóìûøëåííèêîì, ãäå çëîóìûøëåííèê èìå-

åò íåïîëíóþ èñõîäíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ñåòè è ñòîèìîñòÿõ ðåáåð.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çëîóìûøëåííèê äåéñòâóåò æàäíûì îáðàçîì, áëîêèðóÿ
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íå áîëåå k èçâåñòíûõ åìó ðåáåð â òå÷åíèå îäíîé ñòàäèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Íàáëþäàÿ çà ïóòÿìè, âûáðàííûìè ïîëüçîâàòåëåì â êàæäîì ïåðèîäå, çëî-

óìûøëåííèê óçíàåò î ñóùåñòâîâàíèè è òî÷íûõ ñòîèìîñòÿõ íåêîòîðûõ ðåáåð

è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò êîððåêòèðîâàòü ñâîè äåéñòâèÿ â ïîñëåäóþùèõ ñòà-

äèÿõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Ðåçóëüòàòû äëÿ Ìîäåëè II ñóììèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Ìû àíàëèçèðóåì òî÷êó çðåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ è ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðî-

áëåìà ïîëüçîâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíîé äàæå äëÿ äâóõ

ýïîõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîáëåìà çëîóìûøëåííèêà â

êàæäóþ ýïîõó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

� Ìû âûâîäèì îñíîâíûå êîíñòðóêòèâíûå ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ñòðàòå-

ãèé ïîëüçîâàòåëÿ äëÿ äâóõ ñòàäèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîãäà ó çëîóìûø-

ëåííèêà íåò íà÷àëüíîé èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå ñåòè.

� Ìû ðàçðàáàòûâàåì íîâûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ

ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîãî âðåìåííîãî ãîðèçîíòà è ëþáîé èñõîäíîé èí-

ôîðìàöèè, äîñòóïíîé çëîóìûøëåííèêó. Íàøè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì îáû÷-

íî ïðåâîñõîäèò æàäíóþ ñòðàòåãèþ ïîëüçîâàòåëÿ, òî åñòü ñòðàòåãèþ, â

êîòîðîé îí âûáèðàåò êðàò÷àéøèé äîñòóïíûé ïóòü â êàæäîé ñòàäèè ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèé.
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